Zanimljiva matematike

U jednom potezu

Branimir Daki¢, Zagreb

Kad sam bio mlad profesor na Gimnaa- Grad Konigsberg, nekad krunidbeni grad
ziji u Zaboku, jedan mi je ucenik na papiic  pruskih careva, danas je ruska enklava na Bal-
donio zadatak koji mi se ucinio jednostav- tickom moru. Grad je smjeSten na obalama
nim, ali ga ipak nisam odmabh uspio rijesiti. | rijele Proegel te na dvama otocima u rijeci.
Sto sam mogao? Prokusan je recept: obecati U 18. stoljecu dijelovi grada bili su povezani
da @5problem rijesiti doma i na sljedega sa sedam mostova, onako kako je to vidljivo
sat donijeti u Skolu. To obi¢no “upali”, ali  na ovoj stargj slici.
ne i ovoga puta. Koliko god sam se trud
nije mi polazilo za rukom naci riesenje. /
kako bi (to sam tek poslije shvatjp kad je
sliGan problem rjeSavan godinama prije n
Sto je dospio u ruke velikom Euleru. Poga
te, rijetje o uvenom problemukonigsbers
kih mostova kojim je na neki nacin zace
Teorija grafova, moderna grana matemati

No, vratimo se mojem zadatku. Evo
¢emu se radilona slici je dan tlocrt neke kt
Ce s prostorijama A, B, (D i E, a nasvakoj

od prostorija po nekoliko je vrata Problem o kojem je rije¢ glasi:
moZe li se u jednoj Setnji proCi svih se-
| D | E | dam mostova i to tako da se svakim mostom

prode to¢no jednom?

Euler je 1736. u pismu jednom svom pri-

[ A ] B | C | jatelju napisao:

Poslije duga razmisljanja nasao sam jed-
nostavno pravilo zasnovano na potpuno uv-

MoZe li se u jednom obilasku proCi kroz jerljivu dokazu, kojim je moguée za sve za-
svavrata, i to kroz svaka vrata tocno jednom? datke ove vrste Gaskom odrediti je li obilazak

Vratimo se problemu &nigsberskihmo-  izvediv za bilo koji broj ma kako rasporedih
stova. mostova
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| dodaje: Sada uoCavamo: s obafai C vode po

Ovo rjesenje po svojem karakteru ocito tri mosta, na otokis je pet mostova, na otoku
ima malo veze s matematikom i nije mijasno D su tri mosta. Sva Cetiri broja su neparna pa
zasto bismo ga prije o¢ekivali od matemati- Setnja preko svih sedam mostova u kojoj bi
¢ara negoli od nekog drugog Covjeka. Ono se svakim mostom proslo tocno jednom, nije

pociva jedino na opem rasivnju i za nje-
govo iznalaZenje nema potrebe posezati za
bilo kakvim zakonima svojstvenim matemati-
ci. Ja ne znam kako to da pitanja koja imaju
malo veze s matematikom, matematicari rje-
Savaju prije drugih ljudi

Evo kako je Euler rijeSio problem.

OznaCimo Ai C obale rijeke,a8i D
otoke.
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Pretpostavimo da smo polazeci s nekog
od mjestaA, B, Cili D proSetali tako da smo
prosli svim mostovima i to svakim to¢no jed-
nom.

Dvije su mogucnosti:

1) Put smo zavrsili na mjestu s kojeg smo i
krenuli u Setnju.

U ovom sluc€aju zakljuCujemo da je sva-
ko od Cetiri podrifa A, B, C i D povezano
s ostalima parnim brojem mostova. Naime,
nakon $to smo na neko od tih podrucja pristu-
pili nekim mostom, morali smo to podfjeci
napustiti, ali ne tim istim, ve¢ nekim drugim
mostom.

2) Put nismo zavrsili na mjestu s kojeg smo
krenuli u Setnju.

Tada s polazista vodi jedan most ili njih
neparno mnogo, a isto vrijedi i za podjeic
na kojem Setnja zavrsi. Ostala podrucja me-
dusobno su vezana parnim brojem mostova.

Ocito, ako su viSe od dva podrucja po-
vezana s ostalima neparnim brojem mostova,
Setnja prema uvjetima zadatka nije izvediva.
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izvediva.

Sliku Koenigsberskin mostova mez
mo pojednostavnjeno prikazati ovim grafom.
Totke A, B, Ci D zovu se ¢vorovima ili vr-
hovima grafa, a one su povezane spojnicama
ili bridovima. Broj spojnica koje pripadaju
jednom vrhu jest stupanj tog vrha. Tako su
stupnjevi vrhovaA, Ci D jednaki 3, a stupan]
vrhaB je 5.

4

C

Problem obilaska mostova ekvivalentan
je traZenju odgovora na pitanjée li moguce
ovaj graf nacrtati u jednom potezu, ne podi-
2u@ olovku s papira i ne prelazeéi ponovno
jednom ve¢ nacrtanom linijjom?

| kao Sto smo vec¢ prihva¢anjem Eulerova
kriterija zakljucili, to nije mogue.

Kad bismo imali joS samo jedan most,
uzmimo da vodi s obalA na otodc B, %etnja
prema danim uvjetima mogla bi se izvesti.
Valjalo bi je zapoceti \[Cili D i zavrsila biu
onom drugom od ovih dvaju mjesta.

Slijedite, primjerice, ovaj put:

D—A—B—A—B—C—B—D—C.
A
B D
C
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| sada konacno rijesSimo i moj “zabBkic MoZemo li ovu sliku nacrtati u jednom

zadatak”. potezu?Odgovor je negativan, jer su vrhovi
Umijesto tlocrta kuée nacrtajmo graf koji  0vog grafa neparnog stupnja.
ilustrira nasu situaciju. Prostorije su vrhovi Postoji itav niz drugih lijepih i jedno-
toga grafa, obale u problemu s mostovima, a stavnih zagonetki koje su vezane uz Teoriju
vrata su mostovi. grafova i koje je ona uspjesno rijesila.
D) E(5) * ¥ x
(R R

Evo na kraju jos i nekoliko zadataka:

1. MoZe li mrav proSetati bridovima te-
traedra tako da svakim bridom pmdoto
jednom?

A moZe li takvu Setnju provesti po bri-
dovima oktaedra?

Pitanje mozZemo li se prosSetati lam
tako da kroz svaka vrata preoho samo jed-
nom, zapravo je pitanje moZe li se ovaj graf
nacrtati u jednom potezu. Odgovor je “ne”,
jer je svih pet vrhova neparnog stupnja.

U jednom srednjoskolskom udZbeniku
nalazimo i na ovakav zadatak: 2. MoZemo liu jednom potezu nacrtati

MozZe li mrav prosetati bridovima kocke, Otvorenu kovertu? A zatvorenu?

a da svakim bridom pragltocno jednom?

Ovo je takowr jedan od problema koji
je obuhvacéen prethodnim razmatranjima.

Zamislimo da imamo model kocke izra-
den od Zice. Prislonimo li ga na zid i pos-
tavimo ispred njezine prednje strane tockast
izvor svjetlosti tada ¢éemo na zidu dobiti sliku

kao na sliedecoj slici. 3. Dana su tri sukladna kvadrata u me-
- dusobnom poloZaju prikazanom naslici. Mo-

Zemo li ovu sliicu nacrtati u jednom potezu?

\ Ovaj zadatak postavio je Lewis Caroll,

autor cuvene “Alise u Zemlji cuda”.

i

KaZzemo da je to centralna projekcija
kocke. NjumoZemo shvatiti kao graf u kojem
su vrhovi projekcije vrhova kocke, a spojnice
su projekcije bridova kocke.

Sada na$ zadatak moZzemo iskazati na
sljedeci nacin.
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4. Nad stranicama pravokutnog trokuta Rijesite isti zadatak za pravilni Sestero-
nacrtani su kvadrati. MoZe li se ova “Pitago- kut i pravilni sedmerokut.
rina figura” nacrtati u jednom potezu? Poksajte odgovoriti na isto pitanje za bi-
lo koji pravilni mnogokut.

6. MoZete li nacrtati kosu projekciju
kocke u jednom potezu?

5. MoZe li se u jednom potezu nacrtati
pravilni peterokut sa svim svojim dijagona-
lama?

VRANE BROJE DO TRI

Covjek je jedino o bice na Zemlji koje su, uz ostalo, svjesno bavi i matematikom.
Medutim, neki najosnovniji zaceci brojanja mogu se naci u nekih Zivotinja. Zanimljiv
je, naprimjer, eksperiment koji je pokazao da vrane znaju “brojati” do — tri. Kaqd
veah brojeva vise se ne snalaze i mijesaju ih. No treba znati i to da jos i danas ima
primitivnih pleme& medi ljudima koja broje samo do Sestel& li izraziti neki ve¢
broj od Sest, svejedno koji, hvataju se rukom za glavu da bi time pokazali da’je rijec
nekom “neizrecivo velikom” broju — za njihove pojmove — “poput broja viasi na glavi].
No, vratimo se vranama. Kako smo uspjeli saznati da one razlikuju brojeve od jedan
do tri, ali ne dalje od toga?
Na zasijanu njivu doSla su dva lovca s puskom i sakrila se u zaklon. Vrane sui ih
dakako na vrijeme spazile i s obilne gozbe odletjele na obliZnje stablo. Kad je jedan
od lovaca izaSao iz zaklona i otiSao, vrane su time nisu dale smesti, ve¢ su i dalje
Cekale u krosnji stabla. No kad je i drugi lovac otisao, doletjele su natrag na njivu i
nastavile zobati zrnje. Znale su, dakle, brojati do dva. Slicno se ponovilo Uk idlic
pokus s tri lovca. Kad su dosli, vrane su odletjele i sakrile se u krosnju drveta. Ni kad
je otisao prvi, ni kad je otiSao drugi lovac, vrane se nisu vracale. Tek kad gootis
i treci, doletjele su natrag na njivu. Znaci, one znaju brojati i do tri.” Maud, kad
je analogni pokus napravljen sa Cetiri lovca, dogodilo se drugacije. Posto su tri loyca
otiSla a etvrti je jos bio u zaklonu, vrane su se pocele vracati na njivu. Dakle, do Cetiri
ne znaju brojati.
Slicni su se eksperimenti izvodili na raznim mjestima i uz razne uvjete, u razlicitim
okolnostima, no rezultat je uvijek bio isti: vrane razlikuju brojeve od jedan do tri, no
kod veah se vise ne snalaze.
(iz knjige V. Devicka: “Zabavna matematika”, str. 119
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