Zdravko Kurnik, Zagreb

Specijalizacijgje jedna od osnovnih znanstvenih metoda istraZivanja. Njezina suprotryesigea-
lizacija.

O generalizaciji smo ve¢ pisali. Podsjetimo se.

Generalizacija ili poopcavanjeje prijelaz s razmatranja danog skupa objekata na odgovarajuc
razmatranje njegova nadskupa. Polazi se od nekog pojma kojemu je pridruZearodiagp objekata,
njegov opseg, i ustanovljava neko svojstvo svih elemenata zadanog skupa. Zatim se promatra opcenitiji
pojam i svojstvo prenosi na sve elemente dobivenog nadskupa ili seuggi@utenitije svojstvo. Budiic
da odmah nije jasno hoce li pri tom prenosenju svojstvo ostati sacuvano, stoga se ono za sve elemente
nadskupa nuzZzno mora dokazati.

Sada specijalizaciju kao suprotnost moZemo lako okarakterizirati.

Specijalizacija je prijelaz s razmatranja danog skupa objekata na odgovarajuce razmatranje njegova
podskupa. Specijalizacija se nege primjenjuje kad je neko opcenitije svojstvo, dobiveno generali-
zacijom ve¢ dokazano. Tada se specijalizacijom dobiva jednostavnije svojstvo za specijalan objekt. To
svojstvo vise ne treba dokazivati, jer je njegov dokaz obuhvacen op¢im dokazom. Takvu specijalizaciju
susrecemo u Skolskoj matematici. Kad se specijalizacija primjenjuje kao metoda istraZivanja, situacija
je, §o e pokazati posljednji primjeri, nesto sloZenija.

Usporedimo li ove opise, moZemo reci da je generalizacija metoda kojom se prelazi granica danog
skupa objekata i izgragu opcCenitiji pojmovi i opCenitije tvrdnje, a specijalizacija metoda kojom se
ucévr&uje unutarnja struktura danog skupa objekata.

Evo naje¥ih prijelaza iz skupa u podskup u skolskoj matematici:

Z— N, Q" —=N, Q" —Z, R — Q,C — R, jednakokracni trokuti— jednakostrani¢ni trokuti,
trokuti — pravokutni trokuti, pravokutnici- kvadrati, rombovi— kvadrati, paralelogrami— pravokut-
nici, trapezi— paralelogrami, Cetverokuti— trapezi, mnogokuti— trokuti, mnogokuti— Cetverokuti,
mnogokuti— pravilni mnogokuti, kvadri— kocke, paralelepipedi~ kvadri, n-terostrane piramide-
tetraedri, trigonometrijske funkcije bilo kojega kuta trigonometrijske funkcije ostroga kuta
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Popis otkriva vamu Gnjenicu. Naime, prijelazmnogokuti— trokuti i n-terostrane piramide—
tetraedrimogu se okarakterizirati kao zamjene bilo kojega brdjaojem 3, a posljednji prijelaz u popisu
zapravo je uvoenje ogranic¢enja’0< oo < 90° za promatrani kute. Na temelju tih prijelaza izdvajaju
se dva osnovna nacina specijalizacije:

1) zamjena varijable konstantom,
2) uvotenje ogranic¢enja.

Vet iz onog Sto je gore receno moZe se zakljucCiti da i specijalizacija ima Siroku primjenu u nastavi
matematike. Pritom treba naglasiti da je njezina uloga u nastavhom procesu u odnosu na generalizaciju
nesto povoljnija. Naime, generalizacija, odnosno prijelaz s konkretnog i pojedinacnog k opéam, sloz
je misaoni proces. U psihologiji se posebno ukazuje na ¢injenicu da postoje ucenici koji teSko svladavaju
taj prijelaz. S druge strane, prijelaz koji se vrSi u specijalizaciji vodi do jednostavnijih matematickih
¢injenica i omogucuje ucenicima bolje razumijevanje nastavnih sadrzZaja.

Razmotrimo nekoliko karakteristiCnih specijalizacija u Skolskoj matematici.

Primjer 1. Talesov poucak.

Bilo koji obodni kut o nad nekom tetivom kruznice i pripadni sredisnji Kufpovezuje jednakost
B = 2a.. Najizrazitijaspecijalizacija ovog poucka o srediSnjem i obodnom kutu dobiva se kada za tetivu
kruZnice odaberemo promjer kruZnice, tj. uzmemo da je sredisnj kat180. Posljedica je Talesov
poucak o obodnom kutu nad promjerom kruZnice:

Svaki obodni kut nad promjerom kruznice je pravi.kut

Primjer 2. Visina jednakostrani¢nog trokuta.

Skup jednakostrani¢nih trokuta podskup je skupa jednakokracnih trokuta. To znaci da se svaka
Cinjenica koja vrijedi za jednakokrac¢an trokut heczecijalizirati za jednakostrani¢an trokut.

Ovdje promatramo onu visinu jednakokracnog trokuta koja je spustena iz zajednic¢ke krajaje toc
krakova na osnovicu. Ako jaduljina osnovice b duljina kraka, tada se primjenom Pitagorinog piaic

za duljinuv te visine izvodi formula
1
V= E\/4b2 — a2,

U slu€aju jednakostrani¢nog trokuta vrijdali= aita specijalizacija za duljinuv visine toga trokuta
daje

1
V= Ea\/é

Metodic¢ka hapomen@ko se u nastavi najprije izvodi formula:}a\/@, formulav = %\/4b2 —a?

je, kao sto znamo, njezina generalizacija i njezin jednostavan izvod nakon toga osigurava analogija.

Ako se najprije izvodi formula/:}\/4b2—a2, onda formuluv = %a\/ﬁ nije potrebno analogno

izvoditi. Buduéi da je jednakostraniCan trokut specijalna vrsta jednakokra¢nog trokuta, druga se formula
dobiva iz prethodne opce formule zamjenom velidireaa. Dakle, primjenom specijalizacije.

PoZeljno je da se u nastavi primjenjuju oba nacinaiievga. Na taj naa uditelj matematike prom-
jenom metoda rada pokazuje svéjeeativnost On moZe iskoristiti tu promjenu da uCenike jos jednom
podud Sto su to generalizacija i specijalizacija.
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Primjer 3. Dijagonala kvadrata.

Skup kvadrata podskup je skupa pravokutnika. Ta ¢injenica omogucuje sljedeci izvod. Ako su
i b duljine stranica pravokutnika, tada se primjenom Pitagorina poucka za ddljijegove dijagonale

izvodi formula

d=+va2+b
U sluc¢aju kvadrata vrijedd = a i ta specijalizacija za duljinud njegove dijagonale daje
d=av2

Metodi¢ka napomendogledajte napomenu u primjeru 2.

Primjer 4. Dijagonala kocke.

Skup kocaka podskup je skupa kvadara. Ta Cinjenica omogucuje sljedeéi izvod. Akdp $ic
duljine bridova kvadra, tada se primjenom Pitagorinog poucka za dudjinjegove dijagonale izvodi

formula
d=vaz+b?+c2

U slucaju kocke vrijedt = b = ai ta specijalizacija za duljinud njezine dijagonale daje
d=a/3.

Metodic¢ka hapomendogledajte napomenu u primjeru 2.

Primjer 5. PovrSine specijalnih trokuta.

Ako su zadane duljine stranica trokwtab i ¢, njegova povrSing izracunava se pomocu Heronove
formule

p=+/s(s—1)(s—b)(s—o),
a+b+c
S= T

Ova opc¢a formula vrijedi za svaki trokut, pa mora vrijediti i za specijalne trokute. Dobro poznajemo
tri specijalna trokuta: jednakostranicni trokut, jednakokracni trokut i pravokutni trokut. Formule za povr-
Sine tih trokuta znatno su jednostavnije od gornje formule. Do njih éemo do€i primjenom specijalizacije.
Prije toga potrebno je malo preinaciti Heronovu formulu. Imamo redom

p_\/a+b+c‘b+c—a_a+b—c‘a+c—b

2 2 2 2
~ \/ (a+b? - A) (S - (a—b)?)
- 16

= %\/(Zab+ &+ b2 —c?)(2ab— a2 — b2+ c?)

1
= 7\/48%2 — (¢ — a2 — b?)2

Preinacen oblik Heronove formule posebno je pogodan u slucaju kada se duljine stranica trokuta
izraZavaju pomocu drugih korijena. Na primjer, akaje=1/3,b = /5, ¢ = \/7, tada se iz preinacene

V59

formule lako dobiva da je povrSina toga trokuliazT.
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Pogledajmo sada specijalizacije.

1) PovrSina jednakostrani¢nog trokuta. U ovom je slu€ajtib = a. Taspecijalizacija za povrSinu
p jednakostrani¢nog trokuta daje

1 ———— 1 — /3
p:Z 4a4—a4:Z 3a :—a;./_.

2) Povrsina jednakokra¢nog trokuta. U sluCaju dajduljina osnovice, za duljine ostalih dviju
stranica vrijedic = b. Taspecijalizacija za povrSinu jednakokrac¢nog trokuta daje

p= 1\/4a2b2 —at= %a\/4b2 —a?

4
1 Vabh? —a?
—2d 2

Uocavate li u ovoj formuli duljinu visine jednakokracnog trokuta iz zajednicke krajnje toCke krakova
na osnovicu?

3) Povrsina pravokutnog trokuta. U ovom slucaju vrijedi Pitagorin psut = a2 + b?, pa ta
specijalizacija uvrstena u preinacenu formulu za povrsSinu pravokutnog trokuta odmah daje

1 2ab ab
= — 2 = — = —
p 4\/4a b 7 >
Metodic¢ka nhapomenalasno je da su ucenici prije izvedja Heronove formule naucili formule za

povrsine specijalnih trokuta. Zato Heronovu formulu treba izvesti kao lijep primjer generalizacije, a
nakon toga specijalizaciju iskoristiti za provjeru i utivanje ranije ste€enog znanja ucenika.

Primjer 6. Potenciranje potencije.

Potenciranje je u uskoj vezi s mnoZenjem. Da bismo dobili pravilo za potenciranje potencije, krenut
¢emo od pravila za mnoZenje potencija.

Najprije se izvodi osnovno pravilo za mnoZenje dviju potencija iste bdz8:= a™™", analogijom
se to pravilo proSiruje na mnoZenje triju potencija iste ba#eaP = a™"*P, a na kraju se pravilo
generalizira:d™ma™ ... a™ = gMtmet-+M,

Specijalizacija se u ovom slu¢aju sastoji u tome da se svi eksponenti izjedmae=nm, = ... =
m¢ = m. Tada se iz opéeg pravila dobiea™...a" = a™™-+M — g"k gdnosno novo pravilo,
pravilo za potenciranje potencije:

(am>k — amk,

k-ta potencija m-te potencije jednaka je potenciji iste baze s umnoskom eksponenata mk kao eksponentom.

Primjer 7. Potenciranje korijena.

UcCenici osmog razreda osnovne Skole najprije upoznaju pravilo za mnoZenje dvaju drugih ko-
rijena: /a-+vb = V/ab, analogijom se to pravilo prosiruje na mnoZenje triju drugih korijena:
va-vb -/ = abg a na kraju se pravilo generalizirg/a; - \/az - ... /& = /ar - & -- . &

Obrnuti redoslijed izvoenja suspecijalizacije (k = 3,k = 2).

Ucenici prvog razreda srednje Skole najprije upoznaju pravilo za mnoZenje ohdjukorijena:
a-\/b = {/ab, analogijom se to pravilo prosiruje na mmwge trijun-tih korijena:{/a- v/b- {/c = V/abg,

a na kraju se pravilo na prirodan nacin generalizfya; - {/ax- ... Yax = Jar-ax-... - a. Obrnuti
redoslijed izvoénja suspecijalizacije (k = 3,k = 2).

Poveimo sad ova dva niza izveahja. U pravilima se pojavljuju dvije veli¢ine: radikandi i eksponenti
korijena.
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Ocito su posljednja tri pravila u odnosu na eksponente korijena generalizacije prvih triju pekgia
ponent 2 zamijenjen je varijablon). S druge strane, prva tri pravila moZemo shvatiti kaecijalizacije
drugih triju pravila(varijablan zamijenjena je konstantom).2

Moguc je i drugi nacin specijalizacije; specijalizacija u odnosu na radikande. Pogledajmaa trec
Sesto pravilo.Specijalizacijag = ap = ... = ax = adaje dva nova pravila

(Va)k = N (potenciranje drugog korijena

k-ta potencija drugog korijena iz a jednaka je drugom korijenu iz k-te potencije od a
(Va)k = {Vék (potenciranjen-tog korijena,
k-ta potencija n-tog korijena iz a jednaka je n-tom korijenu iz k-te potencije.od a
Metodicka napomen&l ovom primjeru imali smo cijeli niz generalizacija i specijalizacija. Posebno

je uocljivo da se ovdje na prirodan nacin povezuju odrednatematicki sadrZaji iz osnovnoskolske i
srednjoskolske matematike. Mjesto je vrlo pogodno za razvoj misljenja ucenika.

Sljedeci primjer razmatra se slicno primjeru 6. Zato Citatelju prepustamo da uocCi i sam misaono
razradi sve navedene korake.

Primjer 8. Logaritmiranje potencije.
Osnovno pravilgsinteza:
Ioga(xy) = log, x +log,y.

Prosirenjeg(analogija:
log,(Xy2) = log, x + log,y = log, z

Opce pravilo(generalizacijg
log,(X1X2. .. Xk) = l0g, X1 + 109, X2 + . .. + log, Xk.

Specijalizacija: Zax; = X2 = ... = Xx = X dobiva se iz gornjeg opceg pravila Jogx. .. x) =
log, x + log, x + ... + log, X, a odavde posebno, ali i novo pravilo

log, x* = klog, x.
Logaritam k-te potencije jednak je umnosku eksponenta k i logaritma baze

U nastavi matematike i u radu s naprednijim u€enicima metoda specijalizacije moZe se koristiti i kao
metoda istraZivanja. Njezina primjena u nekim situacijama omogucuje dobivanje novih matematickim
istina. Cilj sliedec¢ih dvaju primjera su upravo takva dva mala “otkri¢a”: Heronova formula i formula za
volumen krnjeg stoSca ako su poznati polumjeri njegovih baza i duljina visine.

Primjer 9. Heronova formula.

Zadane su duljine stranica trokugab i c. PokaZimo kako se primjenom metode specijalizacije
moZe naslutiti oblik formule za povrSinutrokuta izrazene pomaocu tih duljina.

1) Kao prvi specijalan trokut promatrat ¢emo degenerirani trédkB€C. To je trokut kod kojeg su
sva tri vrha na jednom pravcu. To i nije trokut u pravom smislu, ali se ponekad promatra za potrebe
istraZivanja. Moguce su tri degeneracifg:c BC,B € ACi C € AB, odnosnea=b+c,b=a+cili
c=a+bh.

Uocimo sljede¢u vezu: ako Je+c—a=0,a+c—b=0ilia+b—-c= 0, tada jep = 0iobrnuto.
Ako i za takav “trokut” treba vrijediti formula, u njoj kao faktori trebaju biti izrdzi- c —a,a+c—bi
a+ b — c. To znaci da formula mora sadrZavati unmakz

(b+c—a)(a+c—b)a+b-c).
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Ovaj izraz ima dimenziju cta Zato u formuli na lijevoj strani ne moZe biti sappvec ili jos veta
potencija baze. Pretpostavimo li da jgf, onda gornji izraz na desnoj strani treba upotpuniti jednim
linearnim trinomomf (a, b, ¢), da bi obje strane imale dimenziju u‘cnPrema tome, naslu¢ujemo da
traZena formula treba imati oblik

P> =f(abc)b+c—a)a+c—b)(a+b-o).
Prvaspecijalizacija ukazala nam je na velik dio oblika traZene formule. Nepoznat je ostao linearni
trinom f(a, b, c). Za njegovo odreehje potrebna je josS jedna specijalizacija.
2) Kao drugi specijalan trokut promatrat cemo jednakostrani¢ni tréli&€. Njegova povrsSina je

a’V/3

. Drugaspecijalizacijaa = b = ¢ pojednostavnjuje gornju jednakost tako da dobivamo

4
3t 4
16 f(a aa),
odnosno
faaa) =
&8 =1¢g
Na temelju ove jednakosti pretpostavljamo da bi linearni trirfden b, c) mogao imati oblik
a+b+c
f(abc)= EETEE
Konacno za povrsinp nalazimo formulu
a+b+c
ﬁ:—iﬂ;—m+c—mm+c—mm+b—q
odnosno

p=/s(s—a)(s—b)(s—0),

a+b+c
s= >
To je poznata Heronova formula. Naravno, u ovom primjeru samo je naslu¢en njezin oblik. 1z samog
izvoda ne mozemo zakljugiti vrijedi li formula ili ne. Znamo da vrijedi. Dokaz njezine valjanosti provodi
se drugim sredstvima.

Primjer 10. Volumen krnjeg stosca.

PokaZimo kako se i ovdje primjenom specijalizacije moZe naslutiti traZzena formula. Neka je dan
krnji stoZac s polumjerima osnovakar, i duljinom visinev. Da bismo otkrili formulu za volumen toga
krnjeg stoSca, promatrat ¢emo valjak i stoZac s polumjerima osnaviskiom duljinom visine kao dva
specijalna slu¢aja krnjeg stosca.

Formule za volumene valjka i stoSca poznajemo:

1
V=rigy, V= érfrcv.

Analiziramo li paZljivo ove formule, lako uoavamo da se u objema pojavljuju velif.,imei v. Opd
oblik takve funkcije bio b'ar%n-v. Buduci da krnji stoZac ima dvije baze, polumjarar,, zaklju¢ujemo
da bi se u traZzenoj formuli mogla pojaviti kvadratna funkcija dviju varijabli obti%&l— briro + cr%.
Pretpostavljamo, dakle, da je formula za volunv&m, r») krnjeg stosca oblika

V(ry, r2) = (ar? + bryry 4 cr3)zav.

Potrebno je odrediti nepoznate koeficijeatd i c. To sada nije teSko. Odmah na poCetku moZemo uociti
jedno jednostavno svojstvo funkcijé Zamijenimo li uloge osnovaka krnjeg stoSca, njegov se volumen
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neée promijeniti. To znaci da funkcid mora bitisimetricna. Ta Gnjenica daje

V(ry, rp) =V(ra,r) =
(ar? + brary + cr3)av = (ar3 + brory + cri)av —
a==c.
Za potpuno odreghje koeficijenata potrebne su nam jos dvije specijalizacije.
Prvaspecijalizacija. Za valjak vrijedir, = r,. 1z toga slijedi
V(ry, r1) = (a+b+c)réav =r2nv,
pa je
(a+b+c)=1
Drugaspecijalizacija. Za stoZac vrijedi, = 0. |z toga slijedi

1
V(ry,0) = arfnv = :—grfnv,

paje

. : 1 . : .
Konacno nalazimo dajg=b=c= 3 pa traZena formula poprima oblik

1
V(ry, rp) = :—%(r% +r1ra 4 13)7v.
Formula je primjenom simetri€nosti i dviju specijalizacija otkrivena, ali time nije i dokazana. | dokaz
ove formule provodi se drugim sredstvima.

Za mali samostalni rad nudimo vam posljednji primjer.

Primjer 11. Volumen krnje piramide.
Izvodi se na posve analogan nacin kao volumen krnjeg stoSca. MoZete li naslutiti trazenu formulu?
* * *

U Skolskoj matematici postoje brojna mjesta u kojima se izvode generalizacije. One, uostalom,
karakteriziraju matematiku. Buduci da generalizacija nije uvijek jednostavan postupak, poZeljno je da se
u takvim sluCajevima primjenjuju i specijalizacije. Na taj se nacin razmatranja svode na jednostavnije
objekte i jednostavnije matemdltie Gnjenice, koji su u vecini slu¢ajeva ranije obieahi. Time se na
prirodan nacin vrsi ponavljanje i utvisénje gradiva. A to je vec¢ velika obrazovna korist.
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