Branimir Dakic¢, Zagreb : e

Prostor u kojem Zivimo doZivljavamo kao pro- Ali kako odgovoriti? Kako zadovoljiti radoznalost
stor triju dimenzija, kaorrodimenzionalni Eu-  u€enika? Pokusajmo prikazati jedno od maguc
klidski prostor. KaZemodoZivljavamojer tako rjesenja.
nasu prirodnu okolinu percepiraju nasa osjetila. Za pocetak ucinit ¢emo to na popularnom pri-
Upravo na temeljima takve percepcije razvijen jenjeru jednog jednostavnog geometrijskog oblika,
apstraktni model trodimenzionalne geometrije kokocke. Na njemu ¢emo pokazati kako mozemo
ju danas izuCavamo u Skoli, a koji u potpunostrazvijati matematicke ideje o prostoru sa Cetiri di-
korespondira s Covjekovim iskustvima i njegovimmenzije. Pritom ¢emo se posluZiti metodom koor-
praktiCnim potrebama. dinata. Ta je metoda, naime, najprikladnija jer je

A je li nase prirodno okruZenje uistinu tak-bliska srednjoskolcima i jer jasno slijedi zamisao
vo? Postoje li i prostori s vise dimenzija? Kakopoopc¢enja na temelju analogije.

takvi prostori izgledaju, kako ih zamisliti? Kako Uvodenjem brojevnog pravca provedeno je
ih zorno predociti? Ta pitanja samo mogu zbuni:

: > i ““obostrano jednoznacno pridruZivanje to¢aka prav
ti prosjecnog stanovnika ove planete, a za njegqy, i realnih brojeva.

svakodnevni prakfiai Zivot zapravo i nisu bitna. Koordinatna ravnina pak omoguéuje identi-

Al matematicarima su ona ipak zanimljiva i fikaciju tocaka ravnine i ureghih parova realnih
bitna, ona su dio njihovog profesionalnog interesgygjeva.

I oni su na njih odavno dali svoje odgovore. Poop- |y prostoru triju dimenzija koordinatnim sus-

cenja na temelju analogije dovela su do izgradnigyom uspostavijena je bijekcija todaka prostora i
apstraktne teorije @-dimenzionalnom prostoru, yretenin trojki realnih brojeva.

zasnovane i deduktivno izgrede na sustavu ak-  Apalogno, u prostoru sa &etiri dimenzije sva-

sioma. Unutar takve teorije malo je mjesta dvojyoj tocki odgovara jedinstvena ureda Getvorka

bama, a i ne traZe se opravdanja u empirijskomfsanih brojeva, i obrnuto, svakoj &etvorci realnih

iskustvu. brojeva pridruZena je jedinstvena tocka. Otklo-
Nerijetko se nastavnici u skoli susre€u s pitapirvnO za sada pitanje kako zorno predociti takve

njima svojih uc¢enika o ¢etvrtoj dimenziji. Daka- tocke. 5

ko, kao i u raznim drugim okolnostima, na pitanje A Cetverodimenzionalna kocka! t&Sje to?

bi valjalo odgovoriti, nikako ga ne treba ignorirati.Pa to je barem jednostavno, rete matemati-
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¢ar. To je podskup to¢aka Cetverodimenzionalnobroju varijacija s ponavljanjem tre¢eg razreda od

prostora. . dvaju elemenata:32= 8.
Ali, krenimo postupno, od duZine, podsku-

pa toCaka jednodimenzionalnog prostora — pravca.

DuZina duljinea na brojevnoj crti je skup tae

ka T(x), koji je odrettn sustavom nejednakosti

0<x<a D,

T A \
0 x a 4 ‘ By

Kvadrat sa stranicom duljineje podskup to- L——|--
¢akaT(x, y) ravnine Cije koordinate zadovoljavaju

sustav uvjeta: X x<a,0<y<a /A B
X

Kvadrat ima Cetiri vrha, to su fée A(O, 0),
B(a 0), C(a,a) i D(0,a). Ta tetiri uretkna para
konstruirana su od dvaju elemenata,d i

v Lako je vidjetida kockaima 12 bridova. Dvije
koordinate svake tocke na pojedinom bridu kocke
su fiksne, a tre€a varira unutar intervéllaa). Ta-

ko imamao:

D C

>
>

.X=ay=0 0<z<g
...Xx=ay=a 0<z<gqg

A
ﬂ s ' .x=0y=a 0<z< g
_x:O,y:O, 0<z<a

W
o

9]
O

Kvadrat ima cCetiri stranice. | njih moZemo
jednostavno prebroijiti. Pritom moZemo razmislja-
ti i ovako: Ciklickim zamjenama dobili bismo jos§ osam bri-

Totkama iste stranice jedna je od dviju koor-dova.
dinata,x ili y, konstantna, iznosi 0 ila, a druga

v
[y

varira unutar intervaldo, a. o Znamo da k(_)_cka ima 6 strana. _Toc':kam'a po-
. e jedine strane dvije su koordinate fiksne, a"&rec
Evo kako to izgleda prema nasoj slici: varira
AB ...0<x<a y=0
BC ...x=10<y<a ABCD ...0<x<a 0<y<a z=0;
CD...0<x<ay=1 A1BiCiD; ...0<x<a 0<y<a z=g
AD ...x=0 0<y<a DCCD; ...x=0 0<y<a 0<z<a
Povrsina ovog kvadrata jednakaRe= &. ABBA; ...x=a 0<y<a 0<z<gq
Kocka je podskup tocaka(x, y, z) trodimen-  ADDiA; ...0<x<a y=0 0<z<gq
zionalnog prostora cije koordinate ispunjavaju su-BCCB; ...0<x<a y=a 0<z<a
stav uvjeta:

O<x<a O<y<a O<z<a Cetverodimenzionalna kockaili hiperkoc-

Kocka ima osam vrhova. Svaki je od tih vrho-ka, s bridom duljineaje podskup téaka(x, y, z, w)
va odre@n uregnom trojkom ciji su elementi O ili Cetverodimenzionalnog prostora pri ¢emu je
a. Broj tih trojki (ujedno i broj vrhovajednakje 0<x<a 0<y<a0<z<a0<t<a
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\ njihovu koordinatu, a tri preostale variramo:

(xy,20), (xy,za), (xy,01), (Xyat),
~— (x,0,zt), (x,azt), (0y,zt), (ay,zt).
Hiperkocka, dakle, ima osam trodimenzionalnih

\
a0 L+—T strana.

(0,0,a,0) \

~

= Jesmo li ovim odgovorili na pitanja postavlje-
000 @00 na na pocetku ¢lanka? Nismo sigurni. Naime, ma-
g —~~ tematicari €e vjerojatno biti zadovoljni. Ali samo
(0.0.0,0) oni! Ostali ¢e zasigurno i dalje postavljati pitanja
\ kao: “Kako si mogu zorno predociti hiperkocku?

Kako je nacrtati?”
Koliko vrhova, koliko bridova, koliko dvodi- Zaobidmo i opet ovo pitanje i pokusajmo raz-

menzionalnih, a koliko trodimenzionalnih strandMisliati na ovaj nacin:
ima hiperkocka? translacijom za vektai totka A “opise” du-

Prebrojimo: Zinu ABduljine a.

vrhova je onoliko koliko ima ureehih Getvor- Ako duZinuAB translatiramo za vektor dulji-
ki Sto se mogu konstruirati iz dvaju elemenata, O’ fe a okomit naAB, kao trag dobit cemo kvadrat

a. Dakle imaih22-2.2=16. stranicea. , ,
Kod svakog brida hiperkocke tri su koordina- Ako sada taj kvadrat translatiramo za vektor

te fiksne, Cetvrta varira izmed0 i a. Tako ®mo gu:ggf; Eoockk?JmI;\n:k?\izlrlllécklz/jctj::;z’l a?grjr:?zca
nabrojiti 32 brida. P -

Totkama pojedinog brida fiksne su tri koordi- vektor duljinea okomit na prostor kocke, dobit

¢emo “hiperkocku”.
nate, a ¢etvrtavarira. Uzmimo da varira koordinata P

X. Tada imamo sljede€ih osam tipova to¢aka:
(x,0,0,0), (x,0,0,a), (x,0,a0), (x,a0,0),
(x,0,a @), (x,a0a), (x,a2a0), (X aaa).

Isto toliko uregknih parova dobijemo i uz za-
mjenu koordinatex koordinatamgy, z, odnosnd.
Prebrojimo sada dvodimenzionalne strane.

Na tim stranama pojedinim to¢kama fiksne su \
dvije koordinate, a dvije variraju. Koliko je takvih
uretknih Cetvorki, toliko je i strana:

(%, y,0,0), (xy,0,a), (x,y.a0), (x,y,a a),
(x,0,20), (x,0,za), (x,a20), (x,aza),
(x,0,0.1), (x,0,at), (x,a01), (x,aat),
0.,z 0), (Oy,za), (ay,z0), (aVy.za),
0.y,0t), (Oy,at), (ay01), (ayat), /
0,0,z t), (O,azt), (&0,zt), (aazt).

Vidimo da hiperkocka ima ukupno 24 dvodimen-

zionalne strane. ’
Hiperkocka je omegina trodimenzionalnim

stranama(trodimenzionalnim kockama. Koliko

je tih hiperstrana? Prebrojimo ih! Tocke pojedi-

ne hiperstrane dobijemo tako da fiksiramo jednu

\\/ /—

DN
N
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Prevara? Nikako! SavrSeno logicki u redu.
Drugi je problem sto to zapravo zfiagektor du-
liine a okomit na prostor kocke

Sve naSe geometrijske crteZe izvodimo na pa-
piru, na ploc€i, na zaslonu racunala, dakle u rav-
nini. Tako i slike geometrijskih tijela prikazuje-
mo njihovim projekcijamg ortogonalnim, kosim,
centralnim,. . ). Zato pomisljamo ne bismo li ba-
rem mogli hiperkocku prikazati njezinom projek-
cijom na ravninu.
Kada duZinu postavimo okomito na ravninu,
njezina ortogonalna projekcija na tu ravninu bit  Sli€nim razmatranjima moZe se izvesti zaklju-
Ce tocka. Ako pak kvadrat postavimo okomito na&ak da postoji ukupno Sest pravilnih hiperpolieda-
ravninu, njegova ¢e ortogonalna projekcija biti dura. 1z sljedecCe tablice za svaki pojedini od njih
Zina. Ako kocku postavimo tako da jedna njezinaidimo koliki je broj vrhova(F), koliki je broj
strana bude paralelna ravnini projekcije, projekcijdridova(Fy), koliki je broj strana(F,) i koliki je
Ce biti kvadrat. A Sto je onda Cetvrta slika u nizuroj trodimenzionalnih stran&s). U posljednjem
Nije li to projekcija hiperkocke na ravninu? stupcu navedena je vrsta trodimenzionalnih strana
lli, kako je kvadrat projekcija kocke na ravni- (Pravilnih trodimenzionalnih poliedayaojima je
nu (prostor niZe dimenzije onda je kocka projek- Pojedini hiperpoliedar onmeh.

cija hiperkocke na trodimenzionalni prostgro- | Fo | Fa [ F2 | Fs [ 3-dim. strane]
stor niZe dimenzijg 5 10 10 5] tetraedar
I na kraju, pozabavimo se malo i “mrezom” g 32 24 8 kocka
hiperkocke. 8 24 32| 16| tetraedar
Krenimo od kvadrata s duljinom straniee 24 26 96 24 oktaedar
Ako zamislimo da su njegove stranice tanke nit—s59 T 1200 720 | 120 | dodekaedar
i nacinimo rez u toki A, tada moZemo razmotati 120 | 720 | 1200 | 600 tetraedar

stranice kvadrata tako da pripadaju jednom pravct
Mreza kvadrata je duZina duljinead Jesmo lise barem malo priblizili rjiesenju enig-
me zvaneCetverodimenzionalni prost8r Vjeru-
jem da jesmo.
U izvatku dijela price akademika Vladimira

Zamislimo da je kocka Suplja i da su njezi-pe,jgp, o getverodimenzionalnom prostoru Moz
ne strane od tankog papira. RazreZzimo kocku dyg, cate naéi jos i malo zora

njezinih bridova, kao na slici, te razgrnemo njezine
strane u ravninu. Dobit ¢emo poznatu ham farez
kocke.

| na kraju navedimo jos i nekoliko vrlo popu-
larnih knjiga koje bi mogle biti zanimljive svako-
me tko Zeli procitati jos ponesto o ovoj zanimljivoj
temi.
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