
Prostor u kojem živimo doživljavamo kao pro-
stor triju dimenzija, kaotrodimenzionalni Eu-
klidski prostor . Kažemodoživljavamojer tako
našu prirodnu okolinu percepiraju naša osjetila.
Upravo na temeljima takve percepcije razvijen je
apstraktni model trodimenzionalne geometrije ko-
ju danas izučavamo u školi, a koji u potpunosti
korespondira s čovjekovim iskustvima i njegovim
praktičnim potrebama.

A je li naše prirodno okruženje uistinu tak-
vo? Postoje li i prostori s više dimenzija? Kako
takvi prostori izgledaju, kako ih zamisliti? Kako
ih zorno predočiti? Ta pitanja samo mogu zbuni-
ti prosječnog stanovnika ove planete, a za njegov
svakodnevni prakticˇni život zapravo i nisu bitna.

Ali matematičarima su ona ipak zanimljiva i
bitna, ona su dio njihovog profesionalnog interesa.
I oni su na njih odavno dali svoje odgovore. Poop-
ćenja na temelju analogije dovela su do izgradnje
apstraktne teorije on-dimenzionalnom prostoru,
zasnovane i deduktivno izgradene na sustavu ak-
sioma. Unutar takve teorije malo je mjesta dvoj-
bama, a i ne traže se opravdanja u empirijskom
iskustvu.

Nerijetko se nastavnici u školi susreću s pita-
njima svojih učenika o četvrtoj dimenziji. Daka-
ko, kao i u raznim drugim okolnostima, na pitanje
bi valjalo odgovoriti, nikako ga ne treba ignorirati.

Ali kako odgovoriti? Kako zadovoljiti radoznalost
učenika? Pokušajmo prikazati jedno od moguc´ih
rješenja.

Za početak učinit ćemo to na popularnom pri-
mjeru jednog jednostavnog geometrijskog oblika,
kocke. Na njemu ćemo pokazati kako možemo
razvijati matematičke ideje o prostoru sa četiri di-
menzije. Pritom ćemo se poslužiti metodom koor-
dinata. Ta je metoda, naime, najprikladnija jer je
bliska srednjoškolcima i jer jasno slijedi zamisao
poopćenja na temelju analogije.

Uvodenjem brojevnog pravca provedeno je
obostrano jednoznačno pridruživanje točaka prav-
ca i realnih brojeva.

Koordinatna ravnina pak omogućuje identi-
fikaciju točaka ravnine i uredenih parova realnih
brojeva.

U prostoru triju dimenzija koordinatnim sus-
tavom uspostavljena je bijekcija točaka prostora i
uredenih trojki realnih brojeva.

Analogno, u prostoru sa četiri dimenzije sva-
koj točki odgovara jedinstvena uredena četvorka
realnih brojeva, i obrnuto, svakoj četvorci realnih
brojeva pridružena je jedinstvena točka. Otklo-
nimo za sada pitanje kako zorno predočiti takve
točke.

A četverodimenzionalna kocka! Sˇto je to?
Pa to je barem jednostavno, rec´i će matemati-

70 Matematika i škola



čar. To je podskup točaka četverodimenzionalnog
prostora� � �

Ali, krenimo postupno, od dužine, podsku-
pa točaka jednodimenzionalnog prostora – pravca.
Dužina duljinea na brojevnoj crti je skup tocˇa-
ka T�x�, koji je odreden sustavom nejednakosti
0� x � a.

Kvadrat sa stranicom duljinea je podskup to-
čakaT�x� y� ravnine čije koordinate zadovoljavaju
sustav uvjeta: 0� x � a, 0� y � a.

Kvadrat ima četiri vrha, to su tocˇke A�0� 0�,
B�a� 0�, C�a� a� i D�0� a�. Ta četiri uredena para
konstruirana su od dvaju elemenata, 0 ia.

Kvadrat ima četiri stranice. I njih možemo
jednostavno prebrojiti. Pritom možemo razmišlja-
ti i ovako:

Točkama iste stranice jedna je od dviju koor-
dinata,x ili y, konstantna, iznosi 0 ilia, a druga
varira unutar intervala�0� a�.

Evo kako to izgleda prema našoj slici:

AB � � � 0� x � a� y � 0�

BC � � � x � 1� 0� y � a�

CD � � � 0� x � a� y � 1�

AD � � � x � 0� 0� y � a�

Površina ovog kvadrata jednaka jeP � a2.
Kocka je podskup točakaT�x� y� z� trodimen-

zionalnog prostora čije koordinate ispunjavaju su-
stav uvjeta:

0� x � a� 0� y � a� 0� z� a�

Kocka ima osam vrhova. Svaki je od tih vrho-
va odreden uredenom trojkom čiji su elementi 0 ili
a. Broj tih trojki �ujedno i broj vrhova� jednak je

broju varijacija s ponavljanjem trećeg razreda od
dvaju elemenata: 23 � 8.

Lako je vidjeti da kocka ima 12 bridova. Dvije
koordinate svake točke na pojedinom bridu kocke
su fiksne, a treća varira unutar intervala�0� a�. Ta-
ko imamo:

AA1 � � � x � a� y � 0� 0� z� a;

BB1 � � � x � a� y � a� 0� z� a;

CC1 � � � x � 0� y � a� 0� z� a;

DD1 � � � x � 0� y � 0� 0� z� a�

Cikličkim zamjenama dobili bismo još osam bri-
dova.

Znamo da kocka ima 6 strana. Točkama po-
jedine strane dvije su koordinate fiksne, a trec´a
varira.

ABCD � � � 0� x � a� 0� y � a� z � 0;

A1B1C1D1 � � � 0� x � a� 0� y � a� z � a;

DCC1D1 � � � x � 0� 0� y � a� 0� z� a;

ABB1A1 � � � x � a� 0� y � a� 0� z� a;

ADD1A1 � � � 0� x � a� y � 0� 0� z� a;

BCC1B1 � � � 0� x � a� y � a� 0� z� a�

Četverodimenzionalna kockaili hiperkoc-
ka, s bridom duljinea je podskup tocˇaka�x� y� z� w�
četverodimenzionalnog prostora pri čemu je
0� x � a, 0� y � a, 0� z� a, 0� t � a.
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Koliko vrhova, koliko bridova, koliko dvodi-
menzionalnih, a koliko trodimenzionalnih strana
ima hiperkocka?

Prebrojimo:
vrhova je onoliko koliko ima uredenih četvor-

ki što se mogu konstruirati iz dvaju elemenata, 0 i
a. Dakle ima ih 2� 2 � 2 � 2 � 16.

Kod svakog brida hiperkocke tri su koordina-
te fiksne, četvrta varira izmedu 0 i a. Tako ćemo
nabrojiti 32 brida.

Točkama pojedinog brida fiksne su tri koordi-
nate, a četvrta varira. Uzmimo da varira koordinata
x. Tada imamo sljedećih osam tipova točaka:

�x� 0� 0� 0�� �x� 0� 0� a�� �x� 0� a� 0�� �x� a� 0� 0��

�x� 0� a� a�� �x� a� 0� a�� �x� a� a� 0�� �x� a� a� a��

Isto toliko uredenih parova dobijemo i uz za-
mjenu koordinatex koordinatamay� z, odnosnot.

Prebrojimo sada dvodimenzionalne strane.
Na tim stranama pojedinim točkama fiksne su

dvije koordinate, a dvije variraju. Koliko je takvih
uredenih četvorki, toliko je i strana:

�x� y� 0� 0�� �x� y� 0� a�� �x� y� a� 0�� �x� y� a� a��

�x� 0� z� 0�� �x� 0� z� a�� �x� a� z� 0�� �x� a� z� a��

�x� 0� 0� t�� �x� 0� a� t�� �x� a� 0� t�� �x� a� a� t��

�0� y� z� 0�� �0� y� z� a�� �a� y� z� 0�� �a� y� z� a��

�0� y� 0� t�� �0� y� a� t�� �a� y� 0� t�� �a� y� a� t��

�0� 0� z� t�� �0� a� z� t�� �a� 0� z� t�� �a� a� z� t��

Vidimo da hiperkocka ima ukupno 24 dvodimen-
zionalne strane.

Hiperkocka je omedena trodimenzionalnim
stranama,�trodimenzionalnim� kockama. Koliko
je tih hiperstrana? Prebrojimo ih! Točke pojedi-
ne hiperstrane dobijemo tako da fiksiramo jednu

njihovu koordinatu, a tri preostale variramo:

�x� y� z� 0�� �x� y� z� a�� �x� y� 0� t�� �x� y� a� t��

�x� 0� z� t�� �x� a� z� t�� �0� y� z� t�� �a� y� z� t��

Hiperkocka, dakle, ima osam trodimenzionalnih
strana.

Jesmo li ovim odgovorili na pitanja postavlje-
na na početku članka? Nismo sigurni. Naime, ma-
tematičari će vjerojatno biti zadovoljni. Ali samo
oni! Ostali će zasigurno i dalje postavljati pitanja
kao: “Kako si mogu zorno predočiti hiperkocku?
Kako je nacrtati?”

Zaobidimo i opet ovo pitanje i pokušajmo raz-
mišljati na ovaj način:

translacijom za vektor�a točka A “opiše” du-
žinu ABduljine a.

Ako dužinuAB translatiramo za vektor dulji-
ne a okomit naAB, kao trag dobit ćemo kvadrat
stranicea.

Ako sada taj kvadrat translatiramo za vektor
duljine a okomit na ravninu kvadrata, kvadrat c´e
opisati kocku. A ako tu kocku translatiramo za
vektor duljine a okomit na prostor kocke, dobit
ćemo “hiperkocku”.
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Prevara? Nikako! Savršeno logički u redu.
Drugi je problem što to zapravo znacˇi vektor du-
ljine a okomit na prostor kocke.

Sve naše geometrijske crteže izvodimo na pa-
piru, na ploči, na zaslonu računala, dakle u rav-
nini. Tako i slike geometrijskih tijela prikazuje-
mo njihovim projekcijama�ortogonalnim, kosim,
centralnim,� � � �. Zato pomišljamo ne bismo li ba-
rem mogli hiperkocku prikazati njezinom projek-
cijom na ravninu.

Kada dužinu postavimo okomito na ravninu,
njezina ortogonalna projekcija na tu ravninu bit
će točka. Ako pak kvadrat postavimo okomito na
ravninu, njegova će ortogonalna projekcija biti du-
žina. Ako kocku postavimo tako da jedna njezina
strana bude paralelna ravnini projekcije, projekcija
će biti kvadrat. A što je onda četvrta slika u nizu?
Nije li to projekcija hiperkocke na ravninu?

Ili, kako je kvadrat projekcija kocke na ravni-
nu �prostor niže dimenzije�, onda je kocka projek-
cija hiperkocke na trodimenzionalni prostor�pro-
stor niže dimenzije�.

I na kraju, pozabavimo se malo i “mrežom”
hiperkocke.

Krenimo od kvadrata s duljinom stranicea.
Ako zamislimo da su njegove stranice tanke niti
i načinimo rez u tocˇki A, tada možemo razmotati
stranice kvadrata tako da pripadaju jednom pravcu.
Mreža kvadrata je dužina duljine 4a.

Zamislimo da je kocka šuplja i da su njezi-
ne strane od tankog papira. Razrežimo kocku duž
njezinih bridova, kao na slici, te razgrnemo njezine
strane u ravninu. Dobit ćemo poznatu nam mrezˇu
kocke.

I sada, “razrežemo” li�ma što to značilo!�
hiperkocku i razgrnemo njezine trodimenzional-
ne strane u trodimenzionalni prostor, dobit ćemo
mrežu hiperkocke.

Sličnim razmatranjima može se izvesti zaklju-
čak da postoji ukupno šest pravilnih hiperpolieda-
ra. Iz sljedeće tablice za svaki pojedini od njih
vidimo koliki je broj vrhova�F0�, koliki je broj
bridova�F1�, koliki je broj strana�F2� i koliki je
broj trodimenzionalnih strana�F3�. U posljednjem
stupcu navedena je vrsta trodimenzionalnih strana
�pravilnih trodimenzionalnih poliedara� kojima je
pojedini hiperpoliedar omeden.

F0 F1 F2 F3 3-dim. strane

5 10 10 5 tetraedar
16 32 24 8 kocka
8 24 32 16 tetraedar

24 96 96 24 oktaedar
600 1200 720 120 dodekaedar
120 720 1200 600 tetraedar

Jesmo li se barem malo približili rješenju enig-
me zvaneČetverodimenzionalni prostor? Vjeru-
jem da jesmo.

U izvatku dijela priče akademika Vladimira
Devidéa o četverodimenzionalnom prostoru mozˇ-
da ćete naći još i malo zora.

I na kraju navedimo još i nekoliko vrlo popu-
larnih knjiga koje bi mogle biti zanimljive svako-
me tko želi pročitati još ponešto o ovoj zanimljivoj
temi.
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