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gonometrije dio gradiva koji je Stur, ap-

straktan, ucenicima nezanimljiv paihi nije
lako motivirati i ofekivati kako e s interesom su-
dielovati u njegovoj obradi. Istina, malo je dobrih
primjera kojima bismo podigli interes ucenika i
koji bi ih uvjerili u opravdanost i svrhu ucenja
trigonometrije.

No ipak, i u ovom dijelu gradiva skrivgju se
razne mogucnosti koje mogu zaokupiti pozornost,
pogotovo nadarenijih ucenika, koji za matematiku
imaju ono posebno culo, kojima je zadovoljstvo
svako novo otkrice. A baS su jednadzbe i ngjed-
nadzbedio gradivakoji pruza&roke moguénosti za
raznovrsnu i kreativnu primjenu osnovnih i vaznih
svojstava trigonometrijskih funkcija.

RjeSavajuci trigonometrijskejednadzbe sasvo-
jim u€enicima imao sam Citav niz zanimljivih do-
Zivljga. Jedan sam, evo, zapisao i za Citatelje
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RijeC je o jednostavnoj jednadzbi

é esto prigovaramo kako je obrada opce tri-

sinx —cosx = 1.
Njezinu je rjeSavanju, mimo plana, posveten Citav
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jedan sat i drZzim kako jeto bilo didakticki ucinko-

vitije negoli rjeSavanje niza dicnih zadataka.
JednadZba je vrlo jednostavna pa onda i nije

neotekivano $to je ubrzo iz razreda stiglo rjesenje:

Dvije su moguénosti:

(1) sinx=1icosx =0ili

(2) snx=0icosx =—1

Prvi sustav imarjesenje: x = g+ k-2mi ono
je ujedno i rjeSenje zadane jednadzbe.

RjeSenjedrugog sustavajeskupx = (2k—1)-m,
k € Z, &o je takoder rjeSenje dane jednadzbe.

Prikazimo sva dobivena rjeSenja na brojevnoj
kruznici.
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No jesmo li rijeSili jednadzbu? Kako znamo
da smo pronadi sva njezina rjesenja? Nismo li
mozda propustili neko koje nije tako ocito?

PokuSajmo rijesiti jednadzbu na neki sustav-
niji natin, ne pogadanjem.

Poucen iskustvom primjene nekih postupaka
pri ranijem rjeSavanju nekih trigonometrijskih za-
dataka, jedan se uCenik dogetio da bismo mogli
kvadrirati jednadzbu. Drugi su prihvatili pa smo
tako dobili:

Sin?x — 2sinx - coSX + cos?x = 1.

Odatle je
2sinx - cosx = 0,

odnosno
sn2x = 0.
Tako se dolazi do rieSenja:
X =Kk-m,
odnosno -
x=k- > keZ.

Nadlici vidimo rje3enja prikazana na brojev-
noj kruznici.

Usporedbom rjeSenja vidimo da smo ih sa
da dobili viSe negoli pri pogadanju. Kako to?
No provjerom viska uvidamo da x = k- 2m i
X = (4k+3) - g nisu rjesenja zadane jednadz-
be. Pakako to da smo ih onda dobili?

Nema druge, valja na joS neki nafin rijesiti
jednadzbu.

Neki uCenici primjetuju da smo istu jednadz-
bu mogli rijeSiti primjenom univer zalnih supsti-
tucija. Prigetimo se, rijec je o formulama u koji-
ma su osnovne trigonometrijske funkcije iskazane
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kao funkcije varijabletggz

2tg§ 1—th5
sinx=1—§x, cosx=1 2)2(,
tg- - tg -
+ 19 > + 19 5

2tgZ

tgx=—§x.

1-1tg? =

93

Zamijenimo li joSu = tg g nasa e jednadzba po-
primiti oblik sljedete jednostavne algebarske jed-
nadzbe:
2u  1-uw
1+ 14+w@
Ovaje pak jednadzba ekvivalentna jednadzbi
2u—1+u? =1+ Slijediu= 1.

Dakle, tgg = 1tejeg = g+k- i konatno

x=g+k-2n,kez.

UoCavamo da se rjeSenja dobivena svim ovim
raznim postupcima ne podudaraju. Zbog ¢ega? O
¢emu seradi?

Budimo uporni, pokuSaimo joS i na ovaj na-
cin:

pomnozimo li jednadzbu sinx — cosx = 1 sa

\/72, dobit ¢emo jednadzbu

V2 sinx—\/z cosx—\/z
2 2 27
L m T V2 .
Sadazamijenimo sin— = cos— = —— paimamo
4 4 2
cos” . sinx—sn” cosx—ﬁ ()
4 4 20
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Nalijevoj strani uoCimo sinus razlike i jednadzbu
zapisujemo u obliku sin(x— ’ZT) _ ? | sadaje
lako do€i do rjeSenja.

No neki su ucenici primijetili kako smo jed-
nadzbu () mogli zapisati i naovaj nacin:

V2

sin’T sinx cos’T COSX =
4 4 27

A tadajecos(x+ g) = —?

Razlikuju li se sada ova dva podjednja re-
zultata? Pogledaimo to na brojevnoj kruzni-
ci. Lijevo smo prikazali skup rjeSenja jednadzbe

V2

sin(x— E) = ——, dok jenadlici desno prikazan

4 2
skup rjeSenja jednadzbe cos(x + 721) = —?.

[N

T

Vidimo, ako na prvoj dici napravimo po-

mak za g dobit ¢emo dva skupa riesenja. x =

(4k+1)-gilix: (k+1) mke Z.

Ako se pak na desnoj dici pomaknemo po
kruznici za —I—T, nati ¢emo se u istim tockama
brojevne kruznice, a time smo dobili i ista rjeSe-
nja

No to smo odmah mogli zakljuciti. Naime,
akojea — B = g ondajesina = — cospB. Vri-
jedi dakako i obrnuto. Upravo toimamoi u naSem
ducgu paje

. m T
sm(x— Z) = —cos(x+ Z)'

| sada se vratimo na pocCetak rjeSavanja nase
jednostavne jednadzbe. Usporedujuci tamo do-
bivena rjeSenja jednadZzbe s ovim podljednjim, za
koje nemadvojbe dasu tocna, vidimo dasmo u pr-
vom slucaju pogodili rjeSenje jednadzbe. No kad
smo jednadZbu rjeSavali nadrugi nacin, pojavio se

viSak, apri rjeSavanju natreti nacin, univerzalnom
supstitucijom, dio je rjeSenja zagubljen.
Za&o?

Primijetimo da kvadriranjem neke jednadz-
be optenito ne dobijemo ekvivalentnu jednadzbu.
Ako je rije€ o algebarskoj jednadzbi, potencira
njem se podiZze njezin stupanj. Tako, npr., kva
driramo li linearnu jednadzbu x = 1, dobit ¢emo
kvadratnu jednadzbu x? = 1 kojaimadvarjeSenja,
brojeve 11 —1.

Dakako, jednadzbe x = 1i x? = 1 nisu ekvi-
valentne.

Nesto dicno Cesto se dogada pri rjeSavanju
iracionanih, ai i drugih jednadzbi, a ocito nam
sedogodilo i pri rjeSavanju nase jednadzbe. Zbog
toga u ovakvim sluCajevima valja provjeriti jesu li
svi dobiveni brojevi uistinu i rjeSenja zadane jed-
nadzbe.

U rjeSavanju primjenom univerzalnih supsti-
tucija nismo pak dobili brojeve x = (2k — 1)m.
Uzrok tomu jeStou = tgg zax = k- mrnije defi-
niran. Tojebitnanapomenao kojoj moramo voditi
ratuna kad god neku trigonometrijsku jednadzbu
rjeSavamo univerzalnom supstitucijom.

Kad smo odlucili nadu jednadzbu rjeSavati
univerzalnom supstitucijom, odmah na pocetku
trebali smo provjeriti jesu li rjeSenja jednadzbe
brojevi za koje tg > nije definiran.

Ponekad se zarjeSavanje linearnih trigonome-
trijskih jednadzbi razvija poseban algoritam, di to
ne znati da éemo zbog toga ustuknuti pri svakoj
ranijoj pojavi neke takve jednostavnije jednadzbe.

| na kraju zadrzimo se jo5 na jednoj Cestoj
pojavi pri rjeSavanju trigonometrijskih jednadzbi.
Naime, nije rijedak ducqj da riesavguci istu tri-
gonometrijsku jednadzbu na razli¢ite naCine do-
bijemo prividno razlicita rjeSenja. UcCenici znaju
reklamirati kako rjeSenjau knjizi i onakoja su oni
dobili nisuista. A jesu li? Kako provjeriti jesmo
li dobili uistinu isto rjeSenje?

Takav sam jedan primjer takoder pribiljezio,
arijeC je o jednadzbi

Sin4x - sin2x = sin5x - cosx.

To je standardna jednadZba vezana uz primjenu
formula pretvorbe, nakon koje dobijemo jedno-
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stavniju jednadzbu

SN 2x = sin4x.

| tu se rjeSavaci razvrstavaju u dvije skupine.

Jedni nastavljaju:

sin2x — sin4x = cos3x - sinx = 0, odakle
jecos3x = 0ili sinx = 0 pa dobijemo rjeSenje

T m...
x_g+k-§|llx_kn.

A drugi idu ovim putem:
rastavljaju desnu stranu premaidentitetu zasi-
nusdvostrukog brojatejesin 2x = 2sin 2x-cos2x.

Tadajesin2x = Qili cos2x =

Jesu li dobivenarjeSenjarazlicita? Provjerimo
to. Na dvjema brojevnim kruznicama nazna€imo
skupove rjeSenja za pojedini od dvaju ducgjai ha
tg) se natin uvjerimo da su identicna.

1. Odatle se dobiju

fieSenjax = k- Silix=+" +k-mke Z.

2
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12313. B. Daki¢, N. Elezovi¢, Matematika 3,
udzbenik i1 zbirka zadataka za 3. razred tehnickih Skola.
1. izdanje, 330 str., 17 x 24 cm, (novo!) 95 kn.

Ovom knjigom zavrSava komplet udzbenika sa zbirkama zadataka koje
su autori ve¢ objavili za preostala tri razreda tehnickih Skola. Knjiga

je radena prema gimnazijskom udzbeniku, koji je u nekim dijelovima
prilagoden potrebama nastavnika i u¢enika tehnickih skola.

12713. B. Daki¢, N. Elezovi¢, Priruc¢nik za nastavnike
uz udzbenik Matematika 3 za 3. r. gimnazija i tehnickih Skola.
1. izdanje, 142 str., 17 x 24 cm, (novo!) 50 kn.

Priru¢nik 3 za nastavu matematike prema udzbenicima autora B. Dakica
i N. Elezovica koncepcijski slijedi ve¢ ranije objavljene prirucnike

ovih autora u preostalim trima razredima srednje $kole. Navedena je
orijentacijska satnica za obradu svake od tema, izdvojeni vazni sadrzaji
od onih koji to nisu. Pojedine teme detaljnije su razradene i imaju
metodicka objasnjenja. Dani su primjeri pismenih ispita. Na kraju
knjige navedeni su dodatni laksi zadaci, kao 1 u Priru¢nicima 11 2.
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