Iz rjecnika metodike

Konstruktivne
metode

Zdravko Kurnik, Zagreb

niz razvijenih metoda rjesavanja konstruk-  metoda kolineacije.
tivnih zadataka, tako da se dobar dio tih .

zadataka moZe obuhvatiti preciznim i sustavnim ~Cesto se vec iz formulacije konstruktivnog
planom rjeSavanja. zadatka moZe naslutiti koju geometrijsku metodu

rieSavanja treba odabrati. Evo nekoliko primjera
Glavne geometrijske metode rjeSavanja kongakvih konstrukcija.
struktivnih zadataka koje se u nastavi geometrije;) konstrukcija kruZnice zadanog polumjera ko-

l |teoriji geometrijskih konstrukcija postoji metoda afinosti,

uce teorijsku osnovu, jesu: toda presjeka
metoda presjeka, 2) Konstrukcija peterokuta kojem su zadana po-
metoda pomdaih likova lovista stranicg metoda centralne simetrjje

metoda osne simetrije, 3) Konstrukcija kvadrata kojem su zadani sredis
te i po jedna toCka na susjednim stranicama
(metoda rotacije
4) Konstrukcija trokuta kojem su vrhovi na stra-
nicama danog trokuta, a stranice paralelne da-
nim pravcima metoda homotetije
5) Konstrukcija kruZnice koja dodiruje tri dane
U geometriji kruZnica vaZnu ulogu igra meto-  kruZnice(metoda inverzijg
da za koju je potrebna posebna teorijska osnovas) Konstrukcija tangenata elipse koja je zadana
To je: parom konjugiranih promjera, iz tocke izvan
metoda inverzije. elipse(metoda afinosii

metoda rotacije,

metoda centralne simetrije,
metoda translacije,

metoda homotetije,
metoda sli¢nosti.

U nacrtnoj geometriji, koja je nekad bila sa- Drugu skupinu cine konstruktivni zadaci za
stavni dio Skolskog programa matematike, vadeckoje postoji neka geometrijska metoda rjeSavanja,
ulogu imaju dvije metode: ali ona nije lako uocljiva i za njezino otkrivanje
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potrebno je dosta truda i vremena, pa i dosjetljivoaresjeka skupova tocakaili, kako se to na drugi
sti. nacin kae, metode geometrijskih mjesta toa-

NajéeXe nije vazno koju smo metodu odab-ka. Osnovna ideja je vrlo jednostavna. Lik koji
rali za rjeSavanje nekog konstruktivnog zadatkdreba konstruirati izgraeh je iz toCaka i Cesto se
vamo je da je on uspjesno rijesen. Mg, kada moZe uociti jedna njegova istaknuta toCka koja tre-
se neki konstruktivni zadatak moZe rijesiti ndevis ba zadovoljavati dva uvjeta. Uvjeti se razdvoje i
nacina, a takvi zadaci nisu rijetkost, pitanje izbor@nda ispituje Sto tvore sve tocke koje zadovolja-
metode postaje dosta vazno. Posebno imamo li vaju samo prvi uvjet, a Sto tvore sve toCke koje
umu da jedna metoda brZe vodi do cilja, u drugoj jgadovoljavaju samo drugi uvjet. Na taj se’imac
potreban maniji broj nuznih osnovnih konstrukcijakonstruktivni zadatak razlaze na dva jednostavni-
trecu karakterizira jasri@d ogtosti itd. U takvim  ja konstruktivha zadatka, a rezultat su dva skupa
se slucajima kao prirodno nacelo namemcelo toCaka. Istaknuta tocka traZene figure mora zado-
jednostavnostiOvo se na¢elo moZe ostvariti samovoljavati oba uvjeta, Sto znaci da mora pripadati
onda ako smo dobro ovladali geometrijom, konobama skupovima, tj. ona je toCka presjeka tih
kretno ako u podrucju geometrijskin konstrukcijaskupova.

uistinu poznajemo razliCite metode rjeSavanja. Ukratko, bit metode moZemo opisati na sle-

Ponekad se dogodi da ni uza sva nastojangeCi nacin.
nismo u stanju otkriti kojom bi se geometrijskom
metodom mogao rijesiti postavljeni konstruktivni
zadatak. ® da radimo u takvim slu¢ajima? Pos-
toji joS samo jedna mogucnost izbora:

1) Zadaca se svodi na konstrukciju jednékec
2) Uvjet se rastavlja na dva dijela, od kojih svaki
vodi na jednu krivulju za trazenu toc¢ku.
3) Trazena tocka je sjeciste dobivenih krivulja.
algebarska metoda rjesavanja konstruktiv- 4) Da bi konstrukcija bila elementarna, meje
nih zadataka. da svaka od dobivenih krivulja bude pravac ili

Opisat éemo one geometrijske konstruktivne kruznica.

metode koje ne izlaze iz okvira Skolske matemati- rimier 1 Konstruiraimo trokuABCko:
ke. Uz svaku metodu dajemo kao ilustraciju pot- mjer L. ronstruiramo troku ojlem

puno riesenje jednog konstruktivnog zadatka. su zadane duljinai b dviju njegovih stranica i du-
ljina vy visine iz vrhaA.

Pri rjeSavanju primjenjujemo tradicionalni

postupak koji se sastoji od Ceiriju koraka. Tot Analiza. Pri rjeSavanju konstruktivnog zada-

ka uvijek pocinjemo pomocénim crteZom s danim

su: . i traZenim likovima i ispitujemo odnose medaji-
1) analiza, ma.
2) konstrukcija,
3) dokaz, A
4) rasprava.
Opis konstrukcije je saZet i prilaged za pri- b

Va

mjenu u nekom racunalnom dinami¢nom progra-
mu (Geometer’s Sketchpad, GeoGebd.).

B a C

Metoda presjeka Lako se konstruiraju vrhovB i C traZzenog
trokuta.
Tre¢i vrh A mora zadovoljavati sljede¢a dva
Gotovo sve geometrijske konstrukcije koje seivjeta:
nalaze u programima matematike osnovne i sred1) Totka A mora biti udaljena od tde C za du-
nje Skole neposredno se izvode primjenomiode ljinu b.
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2) Totka A mora biti udaljena od pravcaC za
duljinu vj.

Skup svih toCaka koje zadovoljavaju prvi uv-

jet je kruZnica sa sredistem utodC i polumjera
b.

1 ili 2 bitno razliCita rjeSenja. Sukladna rjeSenja
obi¢no se ne promatraju.

Metoda pomocnih likova

Skup svih to¢aka koje zadovoljavaju drugi uv-

jetsu dva pravca paralelna s pravcB@i od njega
udaljena zav,.

Metoda: metoda presjeka
Konstrukcija .

1° StranicaBC: B, polupravacBD, C = BD N
k(B, a).

2° Kruznicak(C, b).

3° Okomicao totkom C na pravadBC, P, Q ¢
0N K(C, va).

4° Pravcipi gtockamaP i Q paralelni s pravcem
BC.

5° Vrh A: pnk(C,b), gnk(C b) (A1, Az, As,
Ag).

6° RjeSenja: trokutBCA, BCA, BCAg, BCA.

Dokaz. Dokaz je na temelju analize ocit.

Rasprava. Zadatak ima 0, 2 ili 4 rjeSenja,

vet prema tome je lb maniji, jednak ili véc od

PrirjeSavanju konstruktivhog zadatka Cesto se
koristi dio crteZa kako bi se dobio neki pofmc
lik Ciju konstrukciju na temelju poznatih €injenica
nije tesko provesti.

Do pomocnih likova obi¢no dolazimo produ-
Zivanjem ili skraCivanjem neke duZine, powac
njem dodatnih duzina, paralela ili okomica, tvor-
bom pomoénih mnogokuta, opisivanjem pomoc
nih kruznica i sl.

Nakon konstrukcije pomoc¢nog lika slijedi
konstrukcija trazenog lika na lako uocljiv nacin.

Primjer 2. Konstruirajmo pravokutni trokut
ABCako je zadan njegov kut i zbroja+ b duljina
ai b njegovih kateta.

Analiza. Neka jeABCtraZeni pravokutni tro-
kut. Trokut je potrebno nadopuniti novim elemen-
tima tako da se dobije lik u kojem je jedan element
duZina duljinea + b. Postoje dvije uocljive mo-
guénosti nadopunjavanja: produZivanje kate@

i produZivanje katet®C. Odabrat cemo jednu.

ProduZimo katetéC za duzinuCD duljine a.
Promatrajmo trokuABD. On ima s pravokutnim
trokutom zajednicku stranicABi moZe se kons-
truirati (|AD| = a+b, 4DAB = «, JADB = 45").
Nakon toga nije teSko konstruirati ni pravokutni
trokut ABC.

Va. U slucaju kad zadatak ima 2 ili 4 rjeSenja, po ~ Metoda: metoda pomoaih likova (pomoe
dva rjeSenja su sukladna, Sto znaci da zadatak imalik: trokut ADB).

Godina V1., br. 30, 2005.

197




Konstrukcija . Na mogucénost primjene metode osne simetri-
R v = _je mogu ukazivati izvjesni pojmovi koji se nepo-
1 Egzr:nka AD: t(;)d<a A, polupravacAP, D = sredno ili posredno pojavljuju u formulaciji kon-
(A a+Db). L struktivnog zadatka, kao Sto simetrala dli
2° Kut ¥DAK = a (prenosenje kuta

i ne, simetrala kutapravi kut ekstremalno svojstvo
3° Kut JADB = 45 (simetralaDQ pravog ku- daljenostii dr.

ta).
4° Vrh B: AKN DQ. o _ o .
5° Okomica iz to&e B na poluprava@\P. Primjer 3. Dan je pravagi dvije tocke,Ai

6° Vrh C: presjek okomice i polupravcaP. B. Na pravcup konstruirajmo toku P za koju je
7° RjeSenje: trokuABC. zbroj udaljenostiAP| + |PB| najmaniji.

Analiza. U zadatku se navodi ekstremalno
9 svojstvo izlomljene linijeAPB. Zato je gotovo
sigurno koju metodu treba primijeniti.

Metoda: metoda osne simetrije

U zadatku nije re¢eno s koje su strane danog
pravca dane toCke. Zato trebamo razlikovati dva
slucaja.

’ 4
P
B
Dokaz. Dokaz je na temelju analize ocit.
Rasprava. Zadatak ima uvijek jedno rjeSenije. U slucaju kad su tde Ai B s razlicitih stra-

na pravcap, totku P dobivamo neposredno kao
presjek pravacaBi p.

Metoda osne simetrije U slucaju kad su tde Ai Bs iste strane pravca
p, do toke P dod ¢emo razmatranjem osnosime-
tricne slike jedne od tih to¢aka, recimo kecB,

Metoda osne simetrije pri riesavanju kon- nekoliko tocaka pravcg. Za totke Py, Py, Ps
struktivnog zadatka pocCinje tako da se neki o@iogavamo da su zbrojevi udaljeno®R | + |P1B|
danih likova zamijeni likom koji je njemu sime- j |Apy| + |P,B/|, |AP,| + |P2B| i |AP,| + |P2B/],
trican obzirom na neki pravac. Zatim se taj 0SNOfAP;,| + |P3B| i |AP;| + |PsB/| jednaki. Najmanii
simetricni lik promatra u istim uvjetima u kojima takav zbroj o¢ito dobivamo kad je tocka pravea

i zamijenjeni lik. Kao rezultat dobiva se novi za-ng pravcuAB. Tako otkrivamo tdku P.

datak koji se rjeSava na neki od poznatih nacina.

U vedni se sluCajeva nakon toga moZe polazni  Konstrukcija. Malobrojni koraci konstruk-

zadatak lako rijesiti. cije su jasni i jednostavni.

Najée&e se konstruira osnosimetriéna slika 1° Konstrukcija simetricne tde B tocki B ob-
neke dane tocke, ali ponekad je potrebno preslika- ZIFOM na pravag.
ti i neki pravac, kruZnicu ili mnogokut. 2° TotkaP: AB N p.
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4 Metoda: metoda rotacije.

Kako pomocu rotacije doc¢i do ostalih dvaju
p vrhova trokuta? Uocimo da se rotacijom oko sre-
diSta A za kut od 60totka B preslikava u toku C.
Ali mi ne znamo gdje je to¢no ke B, vecsamo
znamo da je ona na pravdu Zato umjesto da
rotiramo tu toCku, rotirat ¢emo njezinog nosioca,
pravach. Tako otkrivamo da je vriE presjek prav-
cac i slike b pravcab. NalaZenje vrhd@ nakon

Rasprava. Zadatak uvijek ima jedinstveno toga je lako.

rjeSenje. Budué¢i da rotaciju moZemo izvoditi i u supro-
tnom smjeru, postoje dva rjeSenja.

Dokaz. Dokaz je na temelju analize ocit.

Metoda rotacije Konstrukcija.
1° Rotacija pravcé oko sreditaAza kut od 6Q

b.
Konstruktivni zadatak rjeSava se primjenom 2o vrh C;: b/ N c.
metode rotacije ako je promatrani lik teSko anali- 3 Vrh B;: rotacija toke A oko sredita G
zirati, ali je lako analizirati lik koji nastaje zakreta- A — Bl. '
njem promatranog lika oko odrede toCke za neki e -
Ly e . 4° Prvo rjesenje: jednakostranicni trokdi C;.
kut. Srediste rotacije i kut zakretanja treba odabra- Drugo rjedenje dobiva se analogno

ti tako da se nakon toga sukladni likovi preslikaju __ .

jedan u drugog ili da se dobije njihov jednostav- Rotacual praveeb oko srediga A za kut od
niji poloZaj. Na taj se nacin polazni zadatak svodi ~ —©0": " itd.
na jednostavniji zadatak ili zadatak koji je ranije
rijesen.

Na moguénost primjene metode rotacije mogu
ukazivati sljedec¢i pojmovi u formulaciji konstruk-
tivnog zadatka:sredige, odreteni kut sukladne
duZinei dr.

Primjer 4. Dani su to&a A i pravci b, c.
Konstruirajmo jednakostrani¢ni trok 8BC tako
da mu je vrhB na pravcub, a vrhC na pravcie.

Analiza. Neka jeABCtraZeni trokut.

Dokaz. Dokaz je na temelju analize ocit.

Rasprava. Broj rjesenja ovisi o poloZaju tec
ke A prema pravcima i ¢ i o veli€ini kuta tih
pravaca. Zadatak nema rjesenja aké\je bnc
i <(b,c) # 60°. Zadatak ima 1 rjeSenje ako je
A#bnci (b, c) = 60°. Zadatak ima 2 rieSenja

Imamo to&u A i kut od 60 koji karakteri- ako jeA # bnci 4(b,c) # 60°. Zadatak ima
zira jednakostranic¢ni trokut. Ta dva elementa sbeskonac¢no mnogo rjeSenja akoAe= bnNci
dovoljna za jednu rotaciju. J(b, c) = 60°.
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Dokaz. Dokaz je na temelju analize ocit.

Metoda centralne simetrije
Rasprava. Zadatak uvijek ima tri rjeSenja.

Centralna simetrija je vrsta rotacije, rotacija
za 180. Zato je nije potrebno posebno opisiva- .
ti. 1zdvaja se pod posebnim nazivom zbog svojin//€100a translacije
svojstava i jednostavne i lako uocljive primjene.

Na mogucnost primjene metode centralne si-  Metoda translacije pri rje$avanju konstruktiv-
metrije mogu ukazivati sliedeci pojmovi u formu-npg zadatka sastoji se u tome da se promatrani lik
laciji konstruktivnog zadatka:poloviste duZine pomakne za neki vektor i da se analiza, odnosno
paraleine i sukladne duZing@aralelni pravci is-  konstrukcija lika svede na analizu, odnosno kons-
pruZeni kut dr. trukciju pomoénog i jednostavnijeg lika. Zatim se
izvrSi pomak u suprotnom smjeru u cilju analize,

Crimjer 5. Sjecista dviju kruznicals i ko odnosno konstrukcije trazenog lika.

su toke P i Q. Svakom od tih to¢aka povucimo
pravac koji na kruznicama odsijeca tetive jednakih 5 moguénost primjene metode translacije
duljina. mogu ukazivati sliedeé¢i pojmovi u formulaciji
Analiza. Najprije lako uvicthamo da pravaPQ  konstruktivnog zadatkaparalelnost vektor, du-
odsijeca na kruZznicama zajednicku tetivu. Dalj&ina na pravcu dr.
uvidamo da su tce P i Q polovista dviju duzina
na traZzenim pravcima, pa one mogu posluZiti kao
sredista centralnih simetrija. To znaci da do drUQEanal za navodnjavanje s paralelnim ruboviania

t(lj.ike sv_akoglj( trriligr;?g _[I:?rakvca ml? Zemvo I? Oé.i pr%-’ &rine d. Gdje treba postaviti most preko kanala
slikavanjem kruznicéq (ili kp) preko tocakeP i pa da put izmed mjestaM i N bude najkrai®

Q.

Primjer 6. lzmedu mjestaM i N izgraten je

Metoda: metoda centralne simetrije Analiza. U formulaciji zadatka imamo para-
lelnost, a traZeni most geometrijski je duZina za-
dane duljine i zadanog smjera. To je dovoljno da
naslutimo metodu rjeSavanja.

Konstrukcija.
1° Prvo rjeSenje: pravakQ.
2° Centralna simetrija kruZnide (centarP): kj.

3° Drugo rjeSenje: pravaBM, spojnica sjecist Metoda: metoda traslacije
kruZnicak] i ko.

4° Centralna simetrija kruZnick (centarQ): TraZeni put sastoji se od triju dijelova od ko-
ki jih je most sredniji dio. Neka je taj put izlomljena

5° TrecCe rjesenje: prava@N, spojnica sjeCi® linija MABN. O mostu jedino viSe znamo i zato je
kruzZnicak{ i ko. najbolje da taj dio puta odmah “prijecho” iz jed-

nog mjesta, recim®l, primjenom translacije. Da
bi cijeli put bio najkraéi, preostali dio puta treba
tada biti dio pravca.

Konstrukcija.

1° TranslacijatokeM za vektor duljined okomit
na rubove kanala: slikist'.

2° Krajnja tocka most®: M'N N b.

3° Krajnja tocka mosta#\: sjeciste ruba kanala
i okomice na rutb u totki B.

4° RjeSenije: izlomljena linijaM ABN.
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polovista jedne nasuprotne stranice, a zatim kon-
struira kvadrat kojemu je takva udaljenostrioc

p.
d . .
w Metoda: metoda sliCnosti
A a
Konstrukcija.
d
1° Konstrukcija bilo kojeg kvadrat&B C1D1 i
B\ b polovi&a P; njegove stranic€;D;.
N 2° Konstrukcija duZindAPna pravclAP, duljine
p.

3° Konstrukcija kvadratéABCDtako da jeP po-

Dokaz. Treba dokazati da je konstruirani put o g
loviste njegove stranic€D.

MABN najkraéi. To jednostavno slijedi iz Cinjeni-
ce da je zamisljeni plM'BN najkraci. A ta dva Dokaz. Dokaz je na temelju analize o¢it.

puta oc€ito su jednake duljine. o o
Rasprava. Zadatak uvijek ima jedinstveno

Rasprava. Zadatak uvijek ima jedinstveno riesenje. Zadatak je rijeSen primjenom metode
rieSenje. sli¢nosti, preciznije reCeno primjenom metode ho-
motetije, ali mogao se brzo rijesiti jos na dva na-
Cina: primjenom metode presjeka i primjenom al-

Metoda sliCnosti gebarske metode.

Bit ove metode pri rjeSavanju konstruktivnih
zadataka sastoji se u sliede¢em: najprije se isko-
riste svojstva sli¢nih likova pri traZzenju zavisnosti
izmetdu zadanih i traZenih elemenata, zatim se od-
bacivanjem nekog dijela uvjeta koji karakterizira
razmjere traZenog lika zadatak svede na konstruk-
ciju lika koji je njemu sli¢an, a onda se konstruirani
pomocni lik podvrgava preslikavanju sli¢nosti ta-
ko da bi nakon toga bio ispunjen i odbaceni dio
uvjeta. Kao rezultat dobiva se traZeni lik.

Homotetija je poseban slucaj slicnosti, pa j‘?_iteratura
necemo izdvajati u posebni odjeljak. [1] Z. Kurnik, Algebarska metoda rjeavanja konstruktiv-

2 P X : _ nih zada¢aDMM “Pitagora”, Beli Manastir, 1990.
Na mogucnost primjene metode slicnosti mo [2] Z. Kurnik, Geometrijske konstrukcije Pou@ak 9

gu ukazivati sljedeéi pojmovi u formulaciji kon- (2002), 34.—41.
struktivnog zadatka: proporcionalnost duZina [3] Z. Kurnik, P. Mladini¢, R. SvedrecOsnovne kons-

; i i ; ; trukcije, Bilten seminara iz matematike za nastavnike-
omjer, srediste sliChostiparalelnosti dr. mentore 132004). 65, 86.

o o [4] Z. Kurnik, Osnovne konstrukcije i osnovna primjena
Primjer 7. Konstruirajmo kvadratABCD Matematika i Skol&®9 (2005), 148. - 152,

ako je zadana udaljenost polovida P stranice  [5 D-bPr'ilgggn,Geometrijske konstrukcijeElement, Zag-
CDod vrhaA. reb, 2958

Analiza. Ovdje €e analiza biti kratka. Svaka
dva kvadrata su sliCha. Zato je konstrukcija do-
sta jednostavna. Najprije se konstruira bilo koji
kvadrat, uocCi udaljenost jednog njegovog vrha od
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