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Zdravko Kurnik, Zagreb

U svakodnevnom govoru ¢esto ¢ujemo poj-
move konkretan i konkretizacija ¢ije nam je
znacenje odmah jasno. Te su rijeci dijelovi
mnogih sintagmi koje zajedno s drugim dije-
lovima ¢ine cjeline za sebe, s posve odredenim
vrijednostima. Evo nekih od poznatih sintag-
mi: konkretno reci, konkretno dokazati, kon-
kretni pojmovi, konkretni primjeri, konkretni
zadaci, konkretne cinjenice, konkretna imeni-
ca, konkretna glazba, konkretizacija projekta.

1 « O konkretizaciji

Rijec konkretizacija potjece od latinske rijeci
concretus $to znaci stvaran, predmetan, pa je
njezino znacenje ocito ostvarenje, popredme-
Cenje.

U znanosti je konkretizacija jedna od osnov-
nih metoda misljenja i istrazivanja. Mogli bi-
smo je opisati kao misaonu aktivnost pri kojoj
se pogled jednostrano usredotocuje na jednu
stranu promatranog objekta izvan veze s nje-
govim drugim stranama. Njezina suprotnost
je apstrakcija.

Konkretizacija, kao i apstrakcija, imaju va-
Znu ulogu u matematickim istraZivanjima, a
samim time i u nastavi matematike.

Podsjetimo se na prirodu matematike. Mate-
matika u nastajanju je konkretna i induktivna
znanost. Tako je matematika drevnih civiliza-
cija Azije i Afrike, posebno Babilona i Egipta,
bila konkretna, tijesno povezana s prakti¢nim
izraCunavanjima i mjerenjima. VaZan korak

u pravcu apstraktnih razmatranja i dokaziva-
nja ucinili su stari Grei, ali kod zacetnika to-
ga postupka, “oca” grcke matematike, Tale-
sa u dokazivanju jos$ uvijek vlada pomutnja
izmedu konkretnog i apstraktnog. Potpuna
apstrakcija matematickih pojmova postize se
nakon Talesa. Tako ve¢ Pitagora razmatra ap-
straktne geometrijske objekte, a kod njega su
i brojevi apstraktni. Od tog se vremena ma-
tematika razvija kao apstraktna znanost, da bi
kod Euklida dosla do izrazaja i kao deduktivna
znanost.

Kako je u tom pogledu s matematikom kao
nastavnim predmetom? Ona ima sli¢an ra-
zvoj. Nastava matematike u osnovnoj skoli
pretezno je komnkretna i induktivna. Ucitelj
matematike dolazi do apstraktnih postavki,
generalizacija, razmatranjem konkretnih ob-
Jjekata i konkretnih primjera te induktivnim
zakljuc¢ivanjem. Taj nacin je blizak i prim-
jeren ucenicima toga uzrasta. Induktivni se
postupak sastoji od niza induktivnih koraka
kojima se dolazi do shvacanja opéeg. Pocinje
se s konkretnim objektima i posebnim slucaje-
vima, induktivni zakljucci nizu se analogijom,
a promatrane ¢injenice nastoje se generalizi-
rati. Iz ovog kratkog opisa lako je zakljuciti
da je konkretizacija tijesno povezana s gotovo
svim osnovnim znanstvenim metodama.

Dedukcija i deduktivni nacin misljenja i do-
kazivanja provode se poslije konkretizacije i
indukcije na vi$oj razini nastave matematike i
obrazovanja ucenika.

Mnogo je sadrzaja u Skolskoj matematici za
¢iju su obradu potrebni (a vazni su i za razvoj
ucenikova misljenja) konkretizacija i induk-
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tivni postupak. Medu takve sadrZaje posebno
se ubrajaju razna pravila, zakoni, formule i te-
oremi, pogotovo ako se oni strogo ne izvode
ili ne dokazuju.

2.Pﬁmpﬁ

Razmotrit ¢emo niz primjera u kojima se jak
naglasak stavlja na primjenu konkretizacije,
iako pritom ne treba zaboraviti ni druge me-
tode.

Pocinjemo primjerom prijelaza s apstraktnog
na konkretno.

Primjer 1. Konkretiziranje jednakosti.

Uzmimo za ilustraciju jednostavnu jednakost
25 -6 = 150. Tu jednakost moZemo shvatiti
kao rezultat apstrahiranja iz mnogih konkret-
nih odnosa. Koji konkretan sadrZaj moZemo
dati navedenoj jednakosti? Neki od odgovo-
ra koje oc¢ekujemo od ucenika su: vrijednost
25 primjeraka dnevnih novina po cijeni od 6
kuna, povrSina prostorije duljine 25 metara i
Sirine 6 metara, prijedeni put vozilom za 6 sati
brzinom od 25 km/ sat i dr.

Vazno nastavno gradivo su zakoni za brojeve.
U skupovima prirodnih, cijelih, racionalnih,
realnih i kompleksnih brojeva vrijede: zakon
komutacije, zakon asocijacije i zakon distri-
bucije. Oni se najlakSe usvajaju primjenom
konkretizacije.

Primjer 2. Zakon komutacije za zbrajanje
prirodnih brojeva.

Ovaj zakon ucenici poc¢inju upoznavati i usva-
jati ve¢ u pocetnoj nastavi. Kao temelj istra-
Zivanja sluZi nam induktivni postupak koji se
sastoji od niza induktivnih zakljuc¢aka o kon-
kretnim primjerima zbrajanja. Taj niz izgleda
ovako:

3+6=9, 6+3=0,
34+6=06+3;

Mi§  godina VIl br. 39, 2007.

10 +15=25, 15+ 10=25,
10+ 15 = 15+ 10;

72 +984 = 1056, 984+ 72 = 1056,
72 4984 = 984 4 72;

84523 + 560079 = 645602,
560079 + 84523 = 645 602,
84523 4+ 560079 = 560079 + 84 523.

Pogledajmo paZzljivo dobivene jednakosti. Ni-
je teSko u njima otkriti ono opce i odvojiti
ga od njihovog konkretnog sadrzaja. Sto je
to opée? Na lijevoj strani svake jednakosti
je zbroj dvaju prirodnih brojeva, a na desnoj
strani zbroj tih brojeva u obrnutom poretku.

Prijelazom od konkretnih prirodnih brojeva k
promjenjivim veli¢inama izvodi se generali-
zacija gornjih konkretnih jednakosti. Prema
tome, ako odstranimo te konkretne prirodne
brojeve i umjesto njih uvedemo promjenjive
veli¢ine, recimo a i b, dobivamo jednakost
a+b=b+a zasve a,béeN.

Na taj nacin primjenom induktivnog niza kon-
kretnih jednakosti, pooplavanja i apstrahira-
nja vodimo ucenike do otkri¢a zakona komu-
tacije za zbrajanje prirodnih brojeva.

*

Primjer 3. Zakon asocijacije za mnozenje
racionalnih brojeva.

Izgradimo induktivni niz jednakosti:

2 1 34 1 34
(73)5=3 515
2 34

) =175 =15

(7:3) +=1-G-1)

5
<14 13) 1191 11 13
33 20/ 7 330 7 30
14 <13 11) 14 141 13
1

33°\20° 7/ 33 140 30

(14 13) 1 714 (13 11)_
33 20 7 33 \20 7/°
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1 1

1 3 5\ [ 3
(3 (-3) (-5)=(-%)
1 3 5 1
3 () (5)=36-m
1 3 5y 1 3 5
<2 < 10)) ( 9)‘2 << 10) < 9))‘
Prijelazom od konkretnih racionalnih brojeva
k promjenjivim veli¢inama izvodi se genera-
lizacija gornjih konkretnih jednakosti. Prema
tome, ako odstranimo te konkretne racionalne
brojeve i umjesto njih uvedemo promjenjive
veli¢ine, recimo a, b i ¢, dobivamo jednakost
(a-b)-c=a-(b-c) zasve a,b,c€Q.
Na taj na¢in primjenom induktivnog niza kon-
kretnih jednakosti, poopcavanja i apstrahira-

nja vodimo ucenike do otkri¢a zakona asoci-
jacije za mnoZenje racionalnih brojeva.

Razmotrimo sada jedan primjer pravila.

Primjer 4. Pravilo za mnoZenje potencija
jednakih baza.
Induktivni niz konkretnih mnoZenja:
22.2°=(2.2.2)-(2-2-2-2-2)
=2.2.2.2.2.2.2.2=28

(7P (-7)* =

=((=7)- (7)) (=7) - (=7) - (=7) - (7))
=717 (=7) - (5T7)
= (_7)6a

5 5 5 5 5 5 5

- 13'13'13)'(13'13'13'13)

5 5 5 5 5 5 5 54\7
13 13 13 13 13 13 13 (13) ’
Sto primjecujete? Postoji jednostavna veza
izmedu eksponenata faktora i eksponenta um-
noska: 3+5=8,2+4=6,3+4=7.Ta
¢injenica vodi do sljedece generalizacije:

UmnoZak potencija jednakih baza jest poten-
cija kojoj je baza ista, a eksponent jednak

zbroju eksponenata faktora, tj. vrijedi jedna-
kost

gdje je a racionalan broj, a m i n prirodni
brojevi.

U tematskoj cjelini djeljivost prirodnih broje-
va gotovo sve teme pogodne su za istraZiva-
¢ki rad ucenika (i primjenu dZepnog racuna-
la). Postoje mnogi dokazni zadaci o djeljivosti
prirodnih brojeva, a gotovo u svima se odmah
prelazi na dokaz. Medutim, ucenike treba
uciti da u takvim situacijama tvrdnje najpri-
je provjere u nekoliko konkretnih slucajeva.
Primjena konkretizacije 1 indukcije moZe ih
dovesti do novih zanimljivih tvrdnji.

Pokazat ¢emo to u sljedeem primjeru.

Primjer 5. Djeljivost brojeva oblika
ababab i abcabc.

U zbirkama zadataka mogu se nadi tvrdnje da
su brojevi tih oblika djeljivi s 13. Pogledajmo
Sto nam moZe dati konkretizacija.

1) Lako uocavamo da je broj ababab djeljiv
s 3, Sto je korisno primijeniti pri rastavljanju.
Sada izgradujemo induktivni niz konkretnih
rastava, pocevsi od najmanjeg:

101010 =2-50505=2-3-16835
=2-3-5-3367
=2-3.5-7-481
=2-3-5-7-13-37,

292929 =3-97643 =3-7-13949
=3.7-13-1073
=3.7-13-29-37,

565656 =2-282828 =2-2-141414
=2-2-2-70707
=2 -7-10101
=2 -7-3-3367
=2 -3-7-7-481
=2 -3-7-7-13-37,
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898989 = 3-299 663
=3-7-42809
=3.7-89-481
=3-7-13-37-89

itd. Vidimo da brojevi promatranog oblika
nisu djeljivi samo s 13, ve¢ i s nekoliko dru-

gih brojeva. Konkretizacija dovodi ucenike
do prvog “otkric¢a”:

Brojevi oblika ababab uvijek su djeljivi s 3,7,
13137.

Do rastava brojeva na proste faktore i gornje
tvrdnje dolazimo brZe ako uoc¢imo da je broj
oblika ababab djeljiv brojem ab. Naime, za
gornje brojeve tada imamo redom

101010 =10- 10101,
292929 =29 10101,
565656 =56 - 10101,
898989 =89 -10101,

a rastav zajednic¢kog faktora glasi 10101 =
3.3367=3-7-481=3-7-13-37.

2) Lako uocavamo da je broj oblika abcabc
djeljiv brojem abc. Na temelju te ¢injenice
izgradujemo induktivni niz rastava konkret-
nih brojeva oblika abcabc na proste faktore,
pocevsi od najmanjeg 100 100:

100100 =100-1001 = (2-2-5-5)-1001,
437437 = 437-1001 = (19-23) - 1001,
521521 =521-1001,

999999 =999 -1001 = (3-3-3-37)-1001
itd. Sad se vidi da svi konkretni brojevi
oblika abcabc u svojim rastavima imaju za-
jednicki faktor 1001, a njegov rastav glasi

1001 =7-11-13. To vodi do drugog “otkri-
éa”:

Brojevi oblika abcabc uvijek su djeljivi sa 7,
11113.

Napomena. U gornjim se izvodima mogu
otkriti 1 nacini dokazivanja izvedenih tvrdnji.
Dokaze prepustamo Citateljima.

MiS  godina VIIL., br. 39, 2007.

Na matematickim natjecanjima cesti su do-
kazni zadaci s djeljivoséu brojeva. Nastavnik
matematike treba te zadatke iskoristiti za dub-
lje poucavanje. Umjesto samo neposrednih
dokaza tvrdnji u tim zadacima, moze prim-
jenom konkretizacije u¢enike ponovo najprije
voditi do “otkri¢a” tih tvrdnji ili do joS boljih
tvrdnji.

Primjer 6. Zadaci s natjecanja.

1) DokaZite da je zbroj kubova triju uzastop-
nih prirodnih brojeva djeljiv s 9.

Do ove tvrdnje moZemo doci ovako: tri uzas-
topna prirodna broja ozna¢imo s n, n+1, n+2,
promatrajmo izraz f (n) = n® + (n + 1)° +
(n +2)3 i analizirajmo taj izraz. Induktivni
niz konkretnih trojki:

(1,2,3)  f(1)=13+234+3

=36=29-4,
(2,3,4) f(2)=2+33+4°
—=99=9.11,
(3,4,5) f(3)=3*+43+5
=216=09-24,

(11,12,13) f(11) =113 4+ 12° + 133
=5256=9584

itd. Nakon ove jednostavne analize slijedi
gornja tvrdnja.

2) DokaZite da je zbroj kubova triju uzastopnih
prirodnih brojeva djeljiv zbrojem tih brojeva.

Ponovo jasna postavka i jasna tvrdnja. Da
bismo zadatku dali istraZivacki karakter, po-
stavimo opcenitiju problemsku situaciju: ne-
ka je tvrdnja nepoznata, a predmet istraZiva-
nja neka je druga djeljivost zbroja kubova triju
uzastopnih prirodnih brojeva.

Razmatranja u 1) malo ¢emo preinaciti. Uz
zbrojeve kubova promatrajmo zbrojeve baza.
Otkrivamo da se zbrojevi kubova mogu pisati
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1 kao produkti
f)y=134+224+3"=36
=(1+2+3)-6,
f(2)=2"+3+4>=99
=(2+3+4)-11,
f(3)=3"+24>+5% =216
=(3+4+5)-18,

F1) =11 +12° +13* = 5256
= (11+12+13) - 146

itd. Nakon ove sloZenije analize slijedi tvrd-
nja iskazana u drugom zadatku.

Sad su tek na redu dokazi dobivenih tvrdnji.
Nije ih teSko opravdati.

Nakon kubiranja se izraz f(n) moze pisati
u obliku f(n) = 30’ + 9> + 15n +9 =
3n(n®+5) +9(n* 4 1). Za prvu tvrdnju treba
jo§ samo pokazati da je izraz n(n? +5) djeljiv
s 3. Nova tvrdnja! Svaki prirodni broj n moZe
se zapisati na jedan od sljedeca tri nacina 3k,
3k — 1, 3k — 2. Ako je n prvog oblika, djeljiv
s 3 je prvi faktor, a ako je n drugog ili treceg
oblika, djeljiv s 3 je drugi faktor.

Izraz f (n) moze se razloZiti na faktore. Raz-
laganje se provodi ovako f (n) = 3n> +9n® +
15n+9=3n’+3n*+ 6n*+6n+9n+9 =
3n*(n+1)+6n(n+1)+9(n+1)=3(n+
1)(n? + 2n + 3). Ovaj produkt djeljiv je s
3(n+ 1), ato je upravo zbroj brojevan, n + 1,
n + 2. To potvrduje valjanost druge tvrdnje.

3) Ako prirodni broj n nije djeljiv s 4, dokaZite
da je zbroj 1" + 2" 4 3" 4 4" djeljiv s 5.

Provedimo malo ispitivanje izraza f(n) =
1" + 2" 4 3" + 4", Induktivni niz konkret-
nih slucajeva:

n=1 f(1)=142+3+4 = 10,

n=2 f(2)= 12422432442 =30,

n=3 f(3)=13+23+33+43 = 100,
n=4 f(4)= 14424434144 = 254,
n=>5 f(5) = 174224344 = 1300,
n==6 f(6)=154264+3°445 = 4890,
n=7 f(7)=1"+2"+374+4"7 = 18700,
n=28 f(8)=184+28+3%448 = 72354,

n=9 f(9)= 14243244 = 282340

itd. Sto primjecujemo? Svi izrazi zavriavaju
s 0, osim za viSekratnike broja 4. To znaci da
bi mogla vrijediti ne samo gornja tvrdnja, veé
jaca tvrdnja:

Ako prirodni broj n nije djeljiv s 4, tada je
zbroj 1" 4 2" + 3" + 4" djeljiv s 10.

Tvrdnja vrijedi, a dokaz se provodi razmatra-
njem prirodnih brojeva n oblika n = 4k + 1,
n =4k +2in = 4k+ 3 1 znamenaka jedinica
pojedinih potencija.

Vratimo se na induktivni niz i uo¢imo da izra-
zi za visSekratnike broja 4 zavrSavaju s 54. Je
li to slucajno ili vrijedi tvrdnja:

Ako je prirodni broj n djeljiv s 4, tada zbroj
1" 42" 4 3" + 4" zavr§ava s 547

Ispitajte ovu novu problemsku situaciju!

Razmotrimo primjer skladnog povezivanja
konkretizacije, apstrakcije i generalizacije pri
izvodenju formule.

Primjer 7. Kvadratna jednadzba.

Mnogi se problemi u svakodnevnom Zivotu
i matematici svode na rjeSavanje kvadratnih
jednadzbi. Promatrajmo za ilustraciju konk-
retne jednadzbe

W —8x+15=0 i x*—24x—3337=0.

One su dobivene pri rjeSavanju dvaju matema-
tickih problema istog tipa (zbroj dvaju brojeva
je 8, odnosno 24, a umnozak 15, odnosno —
3337). Pretpostavimo da ucenici joS nisu uci-
li rjeSavati ovakve jednadZzbe. Imamo, dakle,
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konkretnu situaciju, ali ne i moguénost njezina
razrjeSenja!

Medutim, ova problemska situacija pobuduje
potrebu rjesavanja jednadzbi dobivenog obli-
ka i na taj nacin daje motivaciju za uvodenje
pojmairjeSavanje kvadratne jednadZbe oblika

ax* +bx+c=0, abceR, a#0.
Prijelaz od konkretnih objekata x> —8x-+15=0
i x> —24x — 3337 = 0 k opéem objektu

ax® + bx + ¢ = 0 ostvaren je primjenom aps-
trakcije i generalizacije.

Nakon pronalazenja formula

_ —b+ Vb —dac

X1

2a
—b — V/b* — 4ac
X =
2a

za rjeSenja opce kvadratne jednadZbe ucenici
znaju pomocu konkretizacije (zamjena opéih
koeficijenata a, b, ¢ konkretnim koeficijenti-
ma) rjeSavati ne samo polazne konkretne kva-
dratne jednadZbe, nego i sve druge jednadzZbe
toga tipa.

Razmotrimo vazan primjer poucka pri ¢ijem
se otkrivanju skladno povezuju konkretizacija
i analogija.

Primjer 8. Jednakost polinoma.

1) Razmotrimo pitanje jednakosti dvaju poli-
noma prvog stupnja P(x) = ax+ b i Q(x) =
cx+d.

Iz P(x) = Q(x) za svaki x € R dobivamo da
zax = O vrijedi jednakosta-0+b = c-0+d,
tj. b = d. Sada iz ax + b = cx + b slije-
di ax = cx, pa za x = 1 dobivamo kona¢no
a=-c.

Polinomi prvog stupnja P(x) = ax + b i
O(x) = cx + d jednaki su ako i samo ako
jea=cib=d.

2) Razmotrimo pitanje jednakosti dvaju poli-
noma drugog stupnja P(x) = ax> + bx + c i
O(x) = dx> +ex+f.

Mi§  godina VIl br. 39, 2007.

Iz P(x) = Q(x) za svaki x € R dobivamo da
za x = 0 vrijedi jednakosta -0+ b-0+ ¢ =
d-04e-0+f,tj.c = f. Sadaiz ax®>+bx+c =
dx®> + ex + ¢ slijedi ax® + bx = dx* + ex ili
x(ax + b) = x(dx + e). Ova jednakost mora
vrijediti za svaki x € R, a to je moguce samo
tako da je ax + b = dx + e, §to za x = 0 daje
b = e. Dalje, iz ax+ b = dx+ b slijedi jedna-
kost ax = dx, te konac¢no za x = 11posljednja
traZena jednakost a = d.

Polinomi drugog stupnja P(x) = ax* + bx +c
i Q(x) = dx* + ex + f jednaki su ako i samo
akojea=d,b=ceic=f.

3) Analognim postupkom dokazuje se da su
polinomi treéeg stupnja P(x) = ax® + bx* +
cx+diQ(x) = ex’ +fx* + gx + h jednaki
akoisamojea=e,b=f,c=gid=h.

Na taj smo nacin primjenom konkretizacije i
analogije dobili induktivni niz od tri dokaza-
ne tvrdnje. Sada je moguce postaviti opéu
tvrdnju, generalizaciju:

Dva su polinoma jednaka ako i samo ako su
istog stupnja i ako imaju jednake koeficijente
uz iste potencije varijable.

Naravno, op¢a tvrdnja nije dokazana. Dokaz
tek treba pronadi.

3. Metodicke napomene

Vidjeli smo da je danas nastava matematike u
niZim razredima osnovne $kole pretezno kon-
kretnaiinduktivna. To od ucitelja matematike
zahtijeva primjeren pristup poucavanju uceni-
ka i primjeni konkretizacije.

U konkretnoj nastavi potreban je primjeren
broj konkretnih sluc¢ajeva. Cesto u¢itelj mate-
matike razmatra premali broj takvih slucaje-
va, pa izvedene tvrdnje postaju neuvjerljive i
nejasne, a posljedica je manjkavo znanje uce-
nika. Cest je i drugi propust uditelja ako ne
pruza priliku veéem broju ucenika da sudje-
luju u izgradnji induktivnog niza konkretnih
slucajeva.
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Kriti¢éno mjesto obrade nekog matemati¢kog
pojma je prijelaz na onaj stupanj u kojem na-
kon konkretizacije po€inje postupak apstrahi-
ranja, jer je prijelaz s konkretnog na apstraktno
za neke ucenike dosta tezak.

Izvodenje generalizacija takoder je kriticno
mjesto nastave matematike, jer prijelaz s kon-
kretnog 1 pojedinac¢nog k opéem neki ucenici
teSko svladavaju. Zato je pred uciteljem ma-
tematike odgovorna zadaca da svojim metodi-
¢kim pristupom i umjeSno$c¢u u¢enicima ucini
taj prijelaz Sto laksim.

U ovom je ¢lanku opisana samo jedna od
osnovnih znanstvenih metoda, konkretizaci-
ja. Medutim, svoju ulogu u nastavnom proce-
su imaju i druge osnovne znanstvene metode:
analiza, sinteza, analogija, apstrakcija, gene-
ralizacija, specijalizacija, indukcija i deduk-
cija. Sve one ne dolaze pojedinacno, vec se
ispreplicu i nadopunjuju.

Posebno napominjemo da nastavnik matema-
tike ne mora biti znanstvenik da bi u nasta-
vi pravilno i primjereno primjenjivao nace-
lo znanstvenosti i znanstvene metode. To se

u nastavi matematike namece samo po sebi.
Rjesavanje svakog problema ima nesto otkri-
vacko i stvaralacko. Zato je potrebno samo da
nastavnik u svojim ucenicima razvija radoz-
nalost duha, sklonost za samostalan umni rad
i da im ukazuje na putove prema novim otkri-
¢ima. Ako se znanstveni postupci primjereno
i pravilno primjenjuju, s nuznim osjecajem
za tezinu matemati¢kih sadrZaja i matema-
tickog nacina miSljenja, uvazavajuéi matema-
ticke sposobnosti svakog pojedinog ucenika,
moze se ocekivati da ¢e nastava matematike
biti uspjesna.
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Uz Dan broja 77

Ucenici 1. razreda gimnazije u Srednjoj Skoli Ambroza Haraci¢a u Malom LoSinju sa svo-
jom profesoricom Jelenom Bralié, obiljezili su Dan broja 7. Izradili su toliki broj decimala
koliko ih je u razredu. Na satu matematike pogledali su prezentaciju Broj 7, a ostali su
ucenici mogli na panou pred ulazom ucionice i nesto zanimljivo procitati o tom broju.

1.g s profesoricom

Matematika i skola



