Dubravka Glasnovi¢ Gracin, Zagreb

Uvod

U posljednjih nekoliko godina ¢esto se spomi-
njalo PISA testiranje, kao i novi termini vezani
uz njega: citalacka pismenost, matematicka pi-
smenost i prirodoslovna pismenost. Nama mate-
maticarima je pritom posebno zanimljivo zazvu-
¢ao pojam matematicka pismenost, iako do sada
u hrvatskim izvorima nismo nigdje imali prilike
saznati detalje o matematickoj pismenosti:

o Kako se mjeri matematicka pismenost?

o Kako odrediti koji pojedinac je “matematicki
pismeniji”’ od drugoga?

e Zasto treba uvoditi novi pojam “matematic-
ka pismenost”, zar nisu dovoljni matematicki
testovi u Skolama da bi se utvrdilo kako i u
kojoj mjeri u¢enik vlada matematikom?

o Je li matematicka pismenost nesto izvan kuri-
kuluma? Itd.

Stoga smatram da bi naSim nastavnicima bilo
korisno dati vrlo detaljna i op$irna obja$njenja o
ovom pojmu, njegovim komponentama te prob-
lemima koji se vezu uz matematicku pismenost i
uz PISA projekt. Posebno zahvaljujem gospodi
Michelle Bras Roth, nacionalnom projekt mena-
dzeru za PISA-u u Hrvatskoj, koja je u cijelosti
procitala ovaj ¢lanak prije objavljivanja u Mi§-u
i dala vrlo vrijedne i korisne napomene.

PISA istrazivanje

PISA (Programme for International Student As-
sessment) je program medunarodnog procjenji-
vanja znanja i vjeStina ucenika kojeg su zajed-
nicki razvile zemlje Clanice organizacije OECD
(Organisation for Economic Co-operation and
Development). Cilj razvoja i uvodenja PISA
programa je bio “utvrdivanje stupnja do kojeg
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su ucenici, koji se blize zavrsetku obaveznog ob-
razovanja, usvojili neka znanja i stekli kvalifika-
cije koje su neophodne za njihovo potpuno uklju-
¢ivanje u drustvo” (PISA/ OECD Framework).
Sluzbene stranice OECD/ PISA-e nalaze se na
adresi www.pisa.oecd.org.

Prvo medunarodno PISA istraZivanje organizi-
rano je 2000. godine, a nakon toga se provodi
svake trece godine i ispituje Citalacku, matema-
ticku i prirodoslovnu pismenost. Dvije trecine
svakog ispitivanja posvecuju se tzv. glavnoj do-
meni. Tako je glavna domena u 2000. godini
bila citalacka pismenost, u 2003. to je bila ma-
tematicka pismenost, a u 2006. godini to je bila
prirodoslovna pismenost. Sljedeceg puta, 2009.
godine, krece se opet s Citalackom pismenoscu
kao glavnim podrucjem i tako redom.

Hrvatska je 2006. godine prvi puta sudjelovala u
ovom medunarodnom projektu, a rezultate, kako
nasih ucenika tako i svih ostalih zemalja sudioni-
ca, znat ¢emo u prosincu 2007. godine. U ovom
projektu (2006. je bio naglasak na testiranju pri-
rodoslovne pismenosti) sudjelovalo je oko 5 000
nasih ucenika, ali vecina podataka vezana uz njih
iuz PISA testiranje u 2006. godini smatra se slu-
Zbenom tajnom do objavljivanja rezultata. Kako
¢e se nakon objave rezultata u medijima mnogo
pisati o PISA programu i baratati raznim pojmo-
vima i podacima, moZzda je sada pravo vrijeme
citatelje Mis-a pobliZe upoznati s ovom kompo-
nentom PISA testiranja.

Sto je matematicka pismenost?

Veé¢ u samim osnovnim opisima PISA ciljeva
spominje se matematicka pismenost. No, §to je
to¢no matematicka pismenost? Naziv na prvi
pogled djeluje prilicno zbunjujuce. Definicija
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matematicke pismenosti koju je donijela Eks-
pertna skupina za matematiku glasi:

Matematicka pismenost je sposobnost pojedinca
da prepozna i razumije ulogu koju matematika
ima u svijetu, da donosi dobro utemeljene odluke
i da primjenjuje matematiku na nacine koji od-
govaraju potrebama trenutnog i buduceg Zivota
tog pojedinca kao konstruktivnog, odgovornog i
promisljajuceg gradanina. (Prijevod: D. G. G.)

Hrvatski termin matematicka pismenost izravan
je prijevod engleskog originala mathematical li-
teracy.

Uz ovu definiciju matematicke pismenosti po-
trebno je navesti joS neka dodatna pojaSnjenja
pojma matematicke pismenosti.

o Pojam matematicka pismenost bio je izabran
kako bi se naglasilo da se testira matematicko
znanje stavljeno u funkcionalni kontekst, tj.
u mnostvo raznih situacija. Prilikom upora-
be pojma matematicka pismenost, PISA na-
glaSava da se u njezinom primarnom fokusu
ne nalaze matematicko znanje i vjeStine koji
su definirani matematickim Skolskim kuriku-
lumima. Umjesto toga, pod matematickom
pismenoséu podrazumijeva se ono matema-
ticko znanje koje je stavljeno u funkcional-
nu primjenu mnogih razlicitih konteksta (ka-
ko analizirati, poimati i efikasno komunicirati
kroz postavljanje, formuliranje, rjeSavanje i
interpretaciju matematike u mnostvu situaci-
ja). Zadaci pritom seZu od Cisto matematickih
do onih u kojima se matematicka struktura niti
ne nazire na prvi pogled.

o Ispitivanje se fokusira na probleme iz stvar-
nog zivota, krecudi se izvan granica problema
tipi¢nih za Skolske ucionice. OECD je stavio
naglasak upravo na probleme iz stvarnog Zivo-
tajer Zeli istaknuti pitanje: “Pripremaju li $ko-
le djecu za potpuno ukljucivanje u drustvo?”
Naime, gradani se u Zivotu svakodnevno sus-
recu sa situacijama u kojima bi matematicke
sposobnosti mogle biti od pomodi prilikom
pojasnjavanja ili rjeSavanja problema: u ku-
povini, na putovanjima, prilikom donoSenja
pravih poslovnih odluka, prilikom bavljenja s
vlastitim financijama itd. Takoder, mediji su
puni to¢nih (ili neto¢nih) podataka prikazanih
u obliku tablica, dijagrama, grafova i drugih
vizualnih prikaza koje je potrebno razumjeti i
vrednovati. Netko ¢e re¢i da u matematickim
udzbenicima Sirom svijeta postoje zadaci

koji simuliraju ovakve probleme iz svakodne-
vice. No, u PISA zadacima se zahtijeva spo-
sobnost primjene tih vjestina u kontekstu koji
nije toliko strog i strukturiran kao $to je to slucaj
sa Skolskim udzbenicima. Primjerice, svaki za-
datak u udzbeniku sigurno ima veze s teorijom
nastavne teme unutar koje se taj zadatak nalazi.
U svakodnevnom pak Zivotu sami moramo bira-
ti matematicki model kojeg ¢emo upotrijebiti za
rjeSenje zadanog problema, a zatim znati i kako
se postaviti prema tocnosti nadenog rjesenja.

e Razmislimo li malo pomnije o terminu pis-
menosti Kojeg otprije poznajemo u lingvistic-
kom smislu, on se ne odnosi samo na puko
razumijevanje vokabulara, Citanja i poznava-
nja pisma nekog jezika, vec i na nesto vise od
toga. Kada se za nekog Covjeka kaze da je vrio
pismen, znaci da uz osnove poznavanja gra-
matike i pravopisa nekog jezika, on posjeduje
i neke dodatne kvalitete poput vlastitog stila,
sposobnosti analiziranja i izri¢aja ideja na ni-
vou viSem od osnovnog. U svakodnevici se
prilikom komunikacije koristimo kombinaci-
jom svih nabrojenih elemenata. Na isti nacin
ni matematicka pismenost ne moze biti redu-
cirana samo na puko znanje matematicke ter-
minologije, ¢injenica, procedura kao i brojnih
vjeStina izvodenja odredenih operacija, pro-
vodenja odredenih metoda itd. Naprotiv, o
matematickoj pismenosti razmiSljamo kao o
§irokom spektru sposobnosti, znanja i vjesti-
na koje se niZu od osnovnih stupnjeva do slo-
Zenijeg ovladavanja matematickim aparatom,
kao 1 drugim logic¢kim i socijalnim aparatima.

o Stavovi i emocije (npr. samopouzdanje, znati-
Zelja, osjecaji zanimanja i vaznosti, Zudnja da
se naprave ili razumiju stvari) nisu komponen-
te definicije matematicke pismenosti. Unato¢
tome, one su vazne pretpostavke za nju. U na-
Celu je mogude biti matematicki pismen bez
posjedovanja tih stavova i emocija u isto vri-
jeme. Ipak, nije ba$ vjerojatno da ce se ta
pismenost pokazati i moc¢i primijeniti u praksi
kod osobe koja nema neki stupanj samopouz-
danja, znatizelje, osjecaja zanimanja, vaznos-
ti i Zudnje da napravi ili razumije stvari koje
sadrze matematicke komponente.

o Matematicka pismenost nije samo ublazen iz-
raz za znanje matematike, ve¢ je neSto posve
drukcije — manje formalno i viSe intuitivno,
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manje apstraktno i viSe kontekstualno, manje
simbolicko i vise konkretno. Pismenost pod-
razumijeva integriranu sposobnost za funkci-
oniranjem unutar prakticnog drustva. Funkci-
onalnost je svakako kljucna tocka, kako u se-
bi, tako i u odnosu prema prakti¢cnom drustvu,
§to ukljucuje i drustvo matematicara. (Ewell
2001, The Mathematics and Democracy)

Proces matematizacije

Prilikom testiranja matematicke pismenosti rje-
$avamo probleme iz stvarnog Zivota. To znaci da
ti problemi nisu prikazani “Cisto” matematickim
jezikom, ve¢ su stavljeni u neku vrstu “situaci-
je”. Ukratko, ucenici trebaju rijesSiti problem iz
stvarnog zivota koristeci vjestine i znanja koje su
usvojili kroz Skolovanje i Zivotna iskustva. Fun-
damentalna uloga u tom procesu se odnosi na

matematizaciju (engl. mathematisation).

Proces matematizacije ili matematickog mode-
liranja se sastoji od pet koraka i prikazan je u
obliku ciklickog procesa. On pocinje proble-
mom smjeStenim u stvarnost (/. korak). Zatim
ucenik prepoznaje matematicke koncepte u za-
danom problemu (2. korak), nakon ¢ega postup-
no nestaje stvarni dogadaj i naglasak se stavlja
na planiranje rjeSavanja problema matematickim
alatima (3. korak). Ova tri koraka nas vode
iz problema stvarnosti u matematicki problem.
Sljededi se korak odnosi na rjesavanje matema-
tickog problema (4. korak). Nakon rjesavanja
problema postavlja se pitanje koje je znacCenje
ovog strogo-matematickog rjeSenja u okvirima
stvarnog svijeta (5. korak). Ovaj posljednji ko-
rak je Cesto iz opravdanih ili neopravdanih raz-
loga zanemaren u $kolskoj matematici, a vrlo je
vazan za rjeSavanje problema iz svakodnevice.
Primjerice, strogi matematicki putovi rjeSavanja
¢esto mogu dati i rjeSenja prikazana negativnim
ili kompleksnim brojevima koja ne mogu biti
rjeSenja neke situacije iz svakodnevnog Zivota.
Takve nelogi¢nosti je potrebno primijetiti. Ta-
koder, uz ovaj problem se veze i potreba za dob-
rom komunikacijom, tj. uz uvidanje nemogucih
rjeSenja, potrebno je precizno i jasno formulirati
problem i objasniti rjeSenje.

U mnogim izvorima (Steiner i Ruppen 2005., De
Lange 2005.) navode se razni krugovi matema-
tizacije uz sitne medusobne razlike. De Lange
(2005.) ciklicki proces matematizacije prikazu-
je sljede¢om shemom:
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KRUG MATEMATIZACIJE

Stvarno 5 Matematicko
Y. -~ v .
rjesenje rjesenje
| I
Problem iz Matematicki
stvarnog svijeta |75 3 > problem

Stvarni svijet Matematicki svijet

Objasnimo proces matematizacije kroz dva pri-
mjera iz PISA ispitnih pitanja.

Primjer 1. RASVJETA

Gradsko vijece Zeli postaviti rasvjetu u mali park
trokutastog oblika tako da svjetiljka obasjava ci-
jeli park. Gdje treba smjestiti svjetiljku?

Proces matematizacije:

I. korak: Problem pocinje sa situacijom iz stvar-
nosti, tj. svjetiljku treba smjestiti na pravo mjesto
u parku.

2. korak: Zadanu situaciju treba organizirati pre-
ma matematickim konceptima, tj. park se moze
prikazati trokutom, a svjetlost koju odasilje svje-
tiljka krugom Ccije srediSte predstavlja poloZaj
svjetiljke.

3. korak: Stvarnost polako nestaje, a dolaze ideje
kako rijesiti matematicki problem, tj. primjecuje
se da treba naci srediSte kruga koji opisuje zadani
trokut.

4. korak: RjeSavamo matemati¢ki problem uz
koriStenje Cinjenice da se srediSte trokutu opisa-
ne kruznice nalazi u sjeci$tu simetrala stranica
tog trokuta, a zatim slijedi konstrukcija. Vazno
jenaglasiti da je za rjeSavanje problema potrebno
1 dobro znanje “Ciste” matematike.

5. korak: Trazimo znacenje matematickog rje-
Senja u okviru zadane situacije iz svakodnevnog
Zivota, tj. promiSljanje o rjeSenju. Primjerice,
vazno je opaziti da, ukoliko je park oblika tupo-
kutnog trokuta, rjeSenje ne bi imalo smisla jer
bi se svjetiljka nalazila izvan parka, a Gradsko
vijece zeli svjetiljku staviti u park. Takoder, va-
Zno je opaziti da je veliCina drveca u parku joS
jedan faktor koji utjece na smislenost i korisnost
matematickog rjeSenja.
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1z ovih se koraka vidi kako bi informiran i pro-
misljajuci gradanin trebao koristiti matematiku u
svakodnevnom Zivotu. U okviru OECD/ PISA-
ina glavnog nacrta (Framework) o matematickoj
pismenosti istice se da ucenje matematizacije
treba biti osnovni obrazovni cilj za sve uceni-
ke, jer, kako danas tako i u buduénosti, svaka ce
drzava trebati matematicki pismene gradane koji
¢e se znati nositi s vrlo sloZzenim i promjenljivim
drustvom.

Primjer 2. OTKUCAJI SRCA

Zbog zdravstvenih problema ljudi bi trebali og-
raniciti svoja naprezanja, primjerice, za vrijeme
sportskog treninga, kako ne bi premasili odrede-
nu frekvenciju otkucaja srca.

Godinama je odnos izmedu preporuc¢enog mak-
simalnog broja otkucaja srca i starosti ispitanika
bio opisivan formulom:

preporuceni maksimalni broj
otkucaja srca = 220 — godine.

Nedavna istrazivanja su pokazala da bi se ova
formula trebala modificirati. Nova formula gla-
si:

preporuceni maksimalni broj
otkucaja srca = 208 — (0.7- godine).

Koja je glavna razlika izmedu ovih dviju formula
i kako one utjecu na maksimalni dopusteni broj
otkucaja srca?

(originalno pitanje modificirao J. De Lange)

I korak: Kao §to je jasno iz zadatka, stvarnost je
u ovom slucaju tjelesno zdravlje. Vazno pravilo
prilikom rjeSavanja zadatka je da se ne smije mr-
Savost uzimati za ideal jer bi to moglo uzrokovati
zdravstvene probleme. To moZemo zakljuciti iz
teksta: maksimalni broj otkucaja srca.

2. korak: Rije¢ima su zadane dvije formule koje
treba razumjeti, usporediti i pronaci $to one za-
ista znace u matemati¢kim okvirima. Formule
daju odnose izmedu iznosa preporu¢enog mak-
simalnog broja otkucaja srca i starosti ispitanika.

3. korak: Postoji vise nacina da se zadatak pre-
baci u strogo matematicki problem. MoZzemo
formule zapisane rijec¢ima pretvoriti u formalni-
je izraze:

y=220—x y =208 —0.7x
Naravno, pritom y izraZava maksimalni broj ot-

kucaja srca u minuti, a x je starost u godinama.
Drugi nacin je crtanje grafova.

Ova tri koraka nas vode iz problema stvarnosti u
matematicki problem.

4. korak: Matemati¢ki problem se sastoji u us-
poredivanju dviju formula ili grafova i u iska-
zivanju razlika za ljude razlicite dobi. Trazimo
gdje dvije formule daju jednake rezultate ili gdje
se grafovi sijeku. Stoga rjeSavamo jednadzbu:

220 — x =208 — 0.7x.

Rjesenje je x = 40, a pripadajuca vrijednost za
vy je 180. Dakle, grafovi se sijeku u tocki (40,
180).

Kako je koeficijent prve formule —1, a koefi-
cijent druge —0.7, znamo da drugi graf spori-
je raste od prvoga. Ili, graf zadan formulom
y = 220 —x lezi “iznad” grafay = 208 —0.7x za
vrijednosti x manje od 40 i “ispod” za vrijednosti
x vecée od 40.

Sada krenimo na 5. korak da vidimo pomaze li
nam ovo rjeSenje matematickog problema u rje-
Savanju problema iz stvarnog Zivota.

5. korak: Ako je osoba stara 40 godina, obje for-
mule daju jednak rezultat: maksimalne otkucaje
od 180. “Staro” pravilo dopusta mladim ljudima
viSe vrijednosti otkucaja: ekstremno, ako je dob
0, maksimum ¢e biti 220 po staroj formuli i samo
208 po novoj formuli.

No, za starije ljude, u ovom slucaju su to oni iz-
nad 40, zadnje studije dozvoljavaju i vece mak-
simalne brojeve otkucaja. Za primjer éemo opet
dati ekstrem: stara formula e za stogodi$njaka
dati maksimum od 120, a nova 138 otkucaja.

Uz to treba dodati: formulama nedostaje mate-
maticka preciznost te daju osjecaj kvaziznanstve-
nosti. Stoga ih se treba uzeti s oprezno$c¢u. Dru-
ga vazna stvar je da se vrijednosti za ekstremnu
dob ne trebaju uzimati previse ozbiljno.

Ovaj primjer pokazuje da ¢ak u relativno jednos-
tavnim zadacima, koji se mogu rijesiti u kratkom
vremenu, jo§ uvijek mozemo identificirati cijeli
krug matematizacije i rjeSavanje problema.

*
*
* *

Primjeri pokazuju da matematicka pismenost iz-
lazi izvan okvira vecine kurikulumskog matema-
tickog sadrzaja. Netko se moze upitati je li zaista
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potrebno da svaki gradanin nauci proces mate-
matizacije sa svim koracima. Primjerice, treba
li to obi¢nim radnicima, domacicama i ostalima
koji nisu menadzeri, ekonomisti, teoreticari itd.
No danas ¢ak i obicni radnici dobivaju ovlasti
za rukovanje raznim aparatima i tehnologijom
kako bi nadzirali strojeve koji sve viSe obav-
ljaju fizicke poslove umjesto tih istih radnika.
Kod vecine zanimanja javlja se opéa potreba za
sposobnoscu razumijevanja, komunikacije, ko-
riStenja i objasnjenja koncepata i procedura ba-
ziranih na matematickom miSljenju. Stoga je
vazno staviti naglasak na proces matematizacije
tijekom Skolovanja. PISA testovi su vrlo de-
taljno kreirani i dizajnirani, kako bi se testirali
svi dijelovi procesa matematizacije. Zbog $to
kvalitetnijeg testiranja sloZena je cijela teoretska
pozadina matematicke pismenosti. KaZemo da
matemati¢ka pismenost objedinjuje tri dimenzi-
je: sadrzaj, kontekst i sposobnosti.

“Tric”

Kako bi se matematic¢ka pismenost mogla (iz) mje-
riti, bilo je potrebno kreirati njezinu opseZnu te-
oretsku pozadinu. KaZemo da matematic¢ka pi-
smenost u svom teoretskom dijelu objedinjuje
tri dimenzije: sadrzaj, kontekst i sposobnosti.
Te tri dimenzije u engleskom se tekstu obi¢no
kratko oznacavaju kraticom ”tri ¢”. “Tri ¢” zna-
ce: content (sadrzaj — matematicki sveobuh-
vatne ideje), context (kontekst) i competencies
(kompetencije, sposobnosti). Ove komponente
se mogu povezati u obliku shematskog prika-
za kao na slici (OECD/ PISA Mathematics Fra-
mework 2003.):

KOMPONENTE MATEMATICKE DOMENE

Situacije Sveobuhvatne ideje

KONTEKST SADRZAJ

ZADATAK

/|

1
RJESENJE

Oblik zadatkal

g
—

Proces \

| SKUPINE SPOSOBNOSTI]|

Sposobnosti
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Zadatak, kao centralni dio PISA studije, kreira
se tako da se pojavljuje u sklopu nekih situacija
stvarnog zivota, a nacin, kako je situacija opisa-
na u matematickom zadatku, zove se kontekst.
Tako je, primjerice, u zadatku sa svjetiljkom u
parku dana situacija iz lokalne zajednice, a kon-
tekst je svjetlo u parku.

Sljede¢a komponenta stvarnog svijeta, o kojoj se
mora voditi racuna kada se govori o matemati-
¢koj pismenosti, je matematicki sadrzaj koji je
potreban za rjeSavanje problema. Tako je u za-
datku sa svjetiljkom u parku potrebno geometrij-
sko znanje povezano s idejama prostora i oblika.

Kako bi uc¢enik uspjesno rijesio zadani problem,
treba posjedovati odredene sposobnosti. I dok
su situacije i konteksti povezani sa stvarnim Zzi-
votom, a sadrZaj i sveobuhvatne ideje se strogo
odnose na matematicku pozadinu zadanog pro-
blema, upravo sposobnosti predstavljaju jezgru
matematicke pismenosti. Jer tek kada posjeduju
odredene sposobnosti, ucenici ¢e biti u poziciji
uspjesno rijesiti zadani problem.

Uz ove tri komponente vazno je naglasiti da se
prilikom izrade instrumenata za testiranje ma-
tematicke pismenosti pomno bira najprikladniji
oblik pojedinog zadatka koji je prvenstveno po-
vezan sa sposobnostima koje se trebaju izmjeriti
(pitanje s viSestrukim izborom odgovora, pitanje
otvorenog tipa itd.).

U tekstu koji slijedi detaljnije ¢u opisati svaku
od spomenutih komponenti matematicke pisme-
nosti: sadrzaj, kontekst i sposobnosti.

Matematicki sadrzaj — Cetiri
sveobuhvatne ideje

Mnogi zadaci iz PISA istraZivanja sastavljeni su
tako da ucenici trebaju povezati znanja iz raz-
nih grana matematike kako bi uspjesno dosli do
rjeSenja problema.

No, prema $kolskim matematickim kurikulumi-
ma matematika je, nazalost, prikazana kao stro-
go, po granama razdijeljena disciplina. Tako se
geometrija i aritmetika od prvog $kolskog dana
prikazuju kao dvije potpuno odvojene discipli-
ne, toliko odvojene da ucenici imaju i posebne
biljeznice za njih. A kada se konacno krene s
koordinatnim sustavom koji povezuje ove dvije
grane, kao da nam je najveci problem koji dolazi
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s njim dilema: treba li sada koordinatni sustav
pisati u geometrijsku ili aritmeticku biljeZnicu?
Kao da nam je bilo udobnije kada su ove gra-
ne bile razdvojene. Ovakva organizacija stroge
podjele se i kasnije ponavlja kroz Skolovanje i,
iako mozda olakSava poucavanje, gotovo potpu-
no onemogucuje ucenicima dozivjeti matemati-
ku kao neprestano rastuéu znanstvenu disciplinu
koja se kontinuirano Siri na nova polja i primje-
ne. Ucenici nisu u poziciji vidjeti sveobuhvatnije
koncepte i relacije, pa se matematika pojavljuje
kao kolekcija fragmentiranih dijelova cinjenic-
nog znanja s osnovnim naglaskom na racunanje
i formule. S druge strane, u stvarnom svijetu
rijetko imamo priliku susresti probleme koji su
tako strogo podijeljeni po granama matematike.

Matematika je stoljecima bila znanost o brojevi-
ma (Egipat, Mezopotamija, Kina) ili se odnosila
na prili¢no konkretnu geometriju (Gr¢ka). To-
me moZemo dodati i arapski utjecaj u razvoju
matematike, gdje je naglasak bio na tehnikama
racunanja u dekadskom sustavu. Veéina ljudi 1
danas matematiku shvaca iskljucivo u ovom oz-
racju, Sto je krivo poimanje matematike koje je
odavno prestalo biti aktualno. Matematika da-
nasnjeg vremena je aktivnost koja svakim danom
sve viSe buja u svijetu: danas se matematika di-
jeli na 70-ak razlicitih grana. U 19. stoljecu se,
primjerice, smatralo da se matematika sastoji od
otprilike 12 razli¢itih grana: aritmetike, geome-
trije, diferencijalnog racuna, trigonometrije itd.
Sli¢nost izmedu ovog popisa iz 19. st. i programa
u danasnjoj (suvremenoj?) S$koli je nevjerojat-
na. Ako danas pokuSamo definirati Sto je to
matematika, jedan od boljih opisa bi mozda bio:
matematika se moze shvatiti kao jezik koji opi-
suje modele — kako modele iz prirode, tako i
modele kreirane u ljudskom mozgu. To znaci da
se matematicki koncepti, strukture i ideje koris-
te za objasSnjavanje i organiziranje fenomena iz
prirode te socijalnog i mentalnog svijeta.

Objasniti i organizirati $to viSe fenomena i
smjestiti ith u fenomenoloSke kategorije, kako
bi ih se opisalo modelima, nije bas jednostavno
jer je domena matematike tako bogata i raznovr-
sna da ne bi bilo moguce ispisati tu opseznu lis-
tu fenomenoloskih kategorija (model, dimenzija,
koli¢ina, neizvjesnost, oblik, promjena, prebro-
javanje, zakljucivanje i komunikacija, kretanje
i promjena, simetrija i pravilnost, pozicija itd.).
Za potrebe PISA testiranja trebalo je napraviti
kvalitetan izbor od nekoliko podrucja (“velikih

ideja”) koja bi bila dovoljno raznolika i dubo-
ka da pokriju bit matematike, a da ukazuju i na
uobicajene dijelove matematickog kurikuluma.
Stoga se podjela svela na svega Cetiri fenomeno-
loske kategorije:

e koli¢ina

e prostor i oblik

e promjena i odnosi

© neizvjesnost.

Koristeci ove Cetiri kategorije, sav matematicki
sadrzaj moze biti organiziran u dovoljan broj po-
drucja kako bismo se uvjerili u rasprsenost nje-
govih dijelova unutar kurikuluma, ali u isto je
vrijeme taj broj podrucja dovoljno mali da se
izbjegnu ekstremno fine razlike — Sto bi iSlo
u smjeru protivnom fokusiranju na probleme iz
stvarnog Zivota. Svaka fenomenoloska katego-
rija (koli¢ina, prostor i oblik, promjena i odnosi,
neizvjesnost) pokriva opSiran skup fenomena i
koncepata koji se mogu na¢i unutar mnogih ra-
zlicitih situacija. Takoder je vazno primijetiti da
spomenute kategorije ideja ne mogu imati posve
ostru granicu jedna prema drugoj.

Koncept fenomenoloske organizacije nije nov.
Dvije poznate publikacije: On the Shoulders
of Giants: New Approach to Numeracy (Steen,
1990.) 1 Mathematics: The science of patter-
ns (Devlin, 1994.) su ve¢ opisivale matemati-
ku na ovaj na¢in. Fenomenoloske kategorije su
se nazivale mnogim nazivima (big ideas, deep
ideas, fundamental ideas, overarching concepts,
problematique, major domains itd.). Za PISA is-
trazivanje je izabran termin “overarching ideas”
(sveobuhvatne ideje, vi§i pojmovi).

Sada ¢emo se pobliZe upoznati sa svakom od ce-
tiri spomenute sveobuhvatne ideje (OECD/ PISA
Mathematics Framework 2003.):

Koli¢ina (Quantity)

Ova sveobuhvatna ideja koli¢ine se fokusira na
potrebu kvantifikacije u svrhu organiziranja svi-
jeta u kojem zivimo. Ona ukljucuje razumijeva-
nje 1 izrazavanje $to je veliko ili maleno, visoko
ili nisko, malo ili mnogo, vise ili manje. Tu
spada i prebrojavanje koje ¢ini pocetnu tocku za
aktivnosti racunanja i izvor je za traZenje dub-
ljih modela (poput parnih i neparnih brojeva).
Takoder, u sveobuhvatnu ideju koli¢ine spada-
ju i duljina, povrSina, obujam, visina, brzina,
masa, tlak, novCane vrijednosti itd. Kvantita-
tivno zakljucivanje ¢ini vaZan aspekt baratanja
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koli¢inom, a sadrZi pojam broja, razumijevanje
znaenja operacija, osjecaj za veliCine brojeva,
pisanje i razumijevanje matematicki elegantnog
racuna, te vjezbanje mentalne aritmetike i proc-
jene. OECD istice kako bi se upravo vjeStinama
procjene trebala dati velika vaZnost jer je ona
mo¢no kvantitativno oruZzje matematicki pisme-
nog gradanina. Evo primjera PISA zadatka koji
se odnosi na sveobuhvatnu ideju koli¢ine, upravo
u domeni procjene.

Primjer 3. ROCK KONCERT

Za potrebe rock koncerta predviden je prostor za
publiku pravokutnog oblika dimenzija 100 m X
50 m. Koncert je bio potpuno rasprodan, a te-
ren do kraja ispunjen oboZavateljima koji su svi
stajali.

Koji od ponudenih odgovora prikazuje najbolju
procjenu broja posjetitelja koncerta?

A. 2000 B. 5000 C. 20000
D. 50000 E. 100 000

Prostor i oblik (Space and shape)

Pojam oblik u matematici ima vrlo vazno znace-
nje. Izmedu ostalog, oblik je s jedne strane sna-
Zno povezan s tradicionalnom geometrijom, ali,
s druge strane, on daleko nadmaSuje te okvire.
Prepoznavanje oblika iz stvarnosti odnosi se na
razumijevanje i opisivanje vizualnog svijeta oko
nas. Kako bi razumjeli koncept oblika, ucenici
bi, primjerice, trebali pronadi sli¢nosti i razlike
izmedu oblika, analizirati razli¢ite komponente
objekta i prepoznavati oblike u razli¢itim dimen-
zijama i prikazima. VaZno je naglasiti da obli-
ke ne treba shvacati stati¢no, ve¢ se oni mogu
transformirati, $to se danas lako moze predociti
pomocu programa dinamicke geometrije.

Geometrijski uzorci mogu sluZiti kao relativno
jednostavni modeli za mnoge fenomene, i njiho-
va studija je poZeljna na svim razinama (Griinb-
raun, 1985.). U studiji oblika i konstrukcija
gledamo sli¢nosti i razlike analiziraju¢i kompo-
nente oblika i prepoznajemo oblike u razli¢itim
prikazima i u razli¢itim dimenzijama. Studija
oblika je usko povezana s konceptom ‘““poimanja
prostora” (grasping space, Freudenthal, 1973.)
— ucenjem kako upoznati, istraziti i osvojiti da
bi se zivjelo, disalo i kretalo, kako bismo jos vise
razumjeli prostor u kojem Zivimo.

Mi§  godina VIIL., br. 39, 2007.

Kljucni aspekti ideje prostora i oblika su: pre-
poznavanje oblika i modela, opisivanje i razumi-
jevanje vizualne informacije, razumijevanje di-
namickih promjena oblika, slicnosti i razlike, re-
lativni polozaji, dvo— i trodimenzionalni prikazi
te odnosi medu njima, navigacija kroz prostor.

Primjerice, trazi se razumijevanje odnosa izme-
du oblika i slika (ili vizualnih prikaza) kao npr.
izmedu stvarnog grada i fotografija ili mapa is-
tog grada, sposobnost crtanja karte, razumijeva-
nje pojma perspektive, crtanje trodimenzional-
nih predmeta u raznim projekcijama itd.

Primjer: u zadatku sa svjetiljkom u parku (Pri-
mjer 1.) potrebno je geometrijsko znanje pove-
zano s idejama prostora i oblika.

Promjena i odnosi (Change and relationships)

Svaki prirodni fenomen je manifestacija pro-
mjene, i u svijetu oko nas se mogu pronaci mnogi
trenutni i stalni odnosi medu fenomenima: orga-
nizmi se mijenjaju kako rastu, ciklicko mijenja-
nje godi$njih doba, plima i oseka, ciklicke ne-
zaposlenosti, vremenske promjene, valutne pro-
mjene itd. Neki od ovih procesa promjena se
mogu modelirati strogim matematickim funkci-
jama: linearnim, eksponencijalnim, periodi¢nim
ili logickim, diskretnim ili kontinuiranim. No,
mnogi odnosi spadaju u drugu kategoriju gdje
je Cesto potrebna analiza podataka da se objasni
vrsta prikazanih odnosa. Matematicki odnosi
takoder Cesto imaju oblik jednadzbi ili nejed-
nadzbi, ali se mogu pojaviti i relacije opCenitije
prirode (npr. ekvivalencija, djeljivost).

Funkcionalno misljenje — tj. razmisljanje o od-
nosima — je jedan od osnovnih disciplinarnih
ciljeva poucavanja matematike. Odnosi mogu
donijeti mnostvo razlicitih prikaza, ukljucujuci
simbolican, algebarski, graficki, tabelaran ili ge-
ometrijski prikaz. Prevodenje iz jednog prikaza
u drugi je Cesto od klju¢ne vaznosti u rjeSavanju
matematickih situacija.

Primjer: zadatak s otkucajima srca (Primjer 2.)
odnosi se na sveobuhvatnu ideju promjene i od-
nosa jer su zadani podaci prikazani u obliku jed-
nadzbi, a jednadzbe prikazuju odredene odno-
se izmedu zadanih objekata (preporuceni mak-
simalni broj otkucaja srca i godine).
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Neizvjesnost (Uncertainty)

Nase informacijom vodeno drustvo nudi obi-
lje podataka, Cesto prikazanih u obliku to¢nih
i znanstvenih Cinjenica. Ali, u svakodnevnom
Zivotu se susreemo s neizvjesnim rezultatima
izbora, uruSenjima mostova, padom burzi, nepo-
uzdanim vremenskim prognozama, loSim pred-
vidanjima rasta populacije, ekonomskim mode-
lima koji se ne mogu primijeniti, te mnogim dru-
gim primjerima neizvjesnosti u svijetu. Neiz-
vjesnost ima namjeru ukazati na dvije povezane
teme: podatke i Sansu, fenomene koji su predme-
ti matematicke studije u statistici, odnosno vjero-
jatnosti. Nedavne preporuke, koje se odnose na
Skolske kurikulume, vrlo jasno poticu statistiku i
vjerojatnost kako bi stekle jos istaknutije mjesto
nego Sto su imale u povijesti (Cockroft, 1982.;
LOGSE, 1990.; MSEB, 1993.; NCTM, 2000.).
Posebni matematicki koncepti i aktivnosti koji
su vazni u ovom podrucju ukljucuju prikuplja-
nje podataka, analizu podataka, prikaz podataka
i vizualizaciju, te vjerojatnost i zakljucivanje.

Evo primjera koji pripada ovoj sveobuhvatnoj
ideji.
Primjer 4. PROSJECNA STAROST

Ako je 40% stanovniStva neke zemlje staro naj-
manje 60 godina, je li tada moguce da prosjecna
starost ukupnog stanovnistva bude 30 godina?

U ovom poglavlju bile su prikazane ideje koje
se odnose na matematicki sadrZaj unutar PISA
zadatka. Prouc¢imo sada detaljnije kontekste u
koje su stavljeni PISA zadaci.

Kontekst i situacija

Vazna komponenta matematicke pismenosti je
koriStenje matematike u razli¢itim situacijama
iz stvarnosti jer konteksti igraju glavnu ulogu
pokretaca testiranja cjelokupnog uvida, razumi-
jevanja i koncepata. Pritom je potrebna $to veca
raznovrsnost koncepata kako bi se mogucnosti
karakterizacije zadataka i fenomena, koji nisu
kulturno relevantni, svele na minimum.

Udaljenost od ucenika

Situacija prikazana u zadatku je smjeStena na od-
redenoj udaljenosti od ucenika. Prema OECD/
PISA-inom glavnom nacrtu, situacija najbliza

uceniku je ona vezana uz njegov osobni Zivot
(svakidasnji Zivot); sljedeca malo udaljenija si-
tuacija je ispitanikov $kolski zivot, posao i sport;
zatim slijedi lokalna zajednica i drustvo uklju-
¢eno u svakidasnji Zivot. Najdalje (s najve¢om
udaljenoséu) nalaze se znanstvene situacije. Na
ovaj nacin mozemo definirati vise ili manje kon-
tinuiranu skalu koja je potrebna za definiranje
i kreiranje PISA zadataka. Tako su definirane
Cetiri vrste situacija (osobne, Skolske, javne i
znanstvene situacije) koje se mogu pronaci u PI-
SA zadacima i o kojima se vodi racuna prilikom
sastavljanja PISA zadataka.

Pogledajmo sljedeci primjer:
Primjer 5. STEDNJA

1000 zeda je stavljeno u banku na Stednju. Pri-
tom su na raspolaganju dvije moguénosti: mo-
Zzemo se odluciti za godiSnju kamatnu stopu od
4% ILI mozemo odmah dobiti 10 zeda bonusa
od banke i kamatnu stopu od 3% godiSnje. Koja
opcija se viSe isplati za razdoblje od jedne go-
dine? Koja se viSe isplati za razdoblje od dvije
godine ?

Situacija u ovom zadatku se odnosi na bankar-
stvo i financije, dakle, radi se o situaciji iz lokal-
ne zajednice. PISA ovu situaciju klasificira kao
javnu. Kontekst ovog zadatka ukljucuje novac
(zed) i postotke Stednje.

Evo jos jednog primjera: problem iz Primjera
2. (Otkucaji srca) situaciju klasificira kao jav-
nu/ osobnu jer se s jedne strane radi o javnoj
situaciji, a s druge strane mnogi ljudi (dZogeri,
biciklisti i drugi sporta$i) zaista mjere otkucaje
srca i stoga se situacija moze takoder shvatiti i
kao osobna.

No, naravno, ne mozemo izmjeriti udaljenost od
konteksta za svakog ucenika posebno, stoga tre-
bamo napraviti odredene pretpostavke. Pretpos-
tavki ima mnogo i raznovrsne su. Primjerice,
jedna od pretpostavki jest da bi udaljenost od
odredenog konteksta mogla biti drukcija za dje-
Cake i djevojCice. Istrazivanje sugerira da su
djecaci bolji u eksperimentalnom znanju s bro-
jevima i mjerenjima iz svakodnevnog Zivota, dok
se djevojcice, Cini se, bolje snalaze u zadacima
gdje je potreban standardni algoritam ili postu-
pak. De Lange (2005.) naglasava dalje kako
komponenta konteksta/ situacija u matematickoj
pismenosti nije dovoljno istraZzena. Primjerice,
nije jasno kako spomenute udaljenosti od kon-
teksta utjecu na ucenikovo rjeSavanje zadataka.
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Ovi aspekti trebaju daljnje studije, dosadasnji
rezultati nisu konacni u smislu da mozemo reci
da su “bliZi” konteksti atraktivniji ucenicima ili
prikladniji u zadacima od onih znanstvenijih.

X

U PISA zadacima postoje i “Cisto” matemati-
¢ki zadaci, iako je njihov broj ogranicen. To
su zadaci koji se odnose samo na matemati-
¢ke objekte, simbole i strukture, i koji ne iz-
laze izvan matematickog svijeta. Tada se situ-
acija naziva znanstvenom i predstavlja najvecu
udaljenost od ucenika. Takvi zadaci se nazivaju
intra-matematicki zadaci. Zarazliku od njih, tzv.
ekstra-matematicki zadaci su oni koji su stavljeni
u odredeni kontekst i koje ucenik (procesom ma-
tematizacije) treba prevesti u matematicki oblik
kako bi ih rijesio.

Vaznost i uloga konteksta

Konteksti u zadatku mogu biti prisutni samo zato
da zadatak ucine sli¢nim zadatku iz svakodnev-
nog zivota. To je tzv. lazni kontekst, kamuflazni
kontekst, kontekst “nultog reda”. Ako je mogu-
ce, treba izbjegavati takva koriStenja.

Koristenje konteksta “prvog reda” se sastoji u to-
me da kontekst bude pouzdan i potreban za rje-
Savanje problema i prosudivanje odgovora. To
znaci da je zadatak ve¢ zadan matematickim je-
zikom.

Koristenje konteksta “drugog reda” se pojavljuje
kada pojedinac zaista treba matematizirati pro-
blem kako bi ga rijesio i kada treba promisliti
o odgovoru prilikom prosudivanja to¢nosti svog
odgovora. Stoga razlika izmedu koristenja kon-
teksta prvog i drugog reda lezi u ulozi procesa
matematizacije. U kontekstu prvog reda imamo
veé prematematiziran problem (zadatak je intra-
matematicki), dok je u drugom veéi naglasak
stavljen na taj proces matematizacije (zadatak je
ekstra-matematicki).

Vrste konteksta

Jasno je, ako stavimo naglasak na matematicko
obrazovanje, koje ¢e potaknuti intelektualni ra-
zvoj 1 informiranost gradana, tada ¢emo se mo-
rati pozabaviti svim vrstama stvarnih konteksta.
Moramo se, primjerice, baviti problemima zaga-
denja, sigurnosti u prometu, rastom stanovnistva
itd. No, znaci li to da moramo izuzeti umjetne
i virtualne koncepte? Odgovor je ne, ali pritom
trebamo biti svjesni razlika.

Mi§  godina VIl br. 39, 2007.

Gore bi spomenuti problem sa Stednjom (Primjer
5.) mogao biti dio stvarnog iskustva ili prakse
u nekoj postavci iz stvarnog svijeta. Ovdje se
stoga radi o autenticnom kontekstu za koriSte-
nje matematike bududi da je primjena matema-
tike u ovom kontekstu povezana s rjeSavanjem
problema. Naglasimo da se naziv “autentican”
ne odnosi na ukazivanje da su matematicki sa-
drzaji stvarni (naprotiv, novac po imenu zed je
izmisljen). OECD/ PISA koristi pojam “auten-
tican” da ukaze kako je koriStenje matematike
zaista usmjereno rjeSavanju problema, jer prob-
lem nije samo sredstvo za uvjezbavanje nekog
matematickog gradiva. Za razliku od autentic-
nog konteksta, u matematickim udZbenicima se
Cesto susre¢emo sa zadacima ¢ija je glavna svrha
uvjezbavati matematiku, umjesto da se ceSce uci
matematika kao sredstvo zarjeSavanje problema.
Ova autenti¢nost je vrlo vazna prilikom kreiranja
PISA zadataka i usko je povezana s definicijom
matematicke pismenosti.

Spomenimo jo$ jednom da u problemu sa Sted-
njom (Primjer 5.) ima i izmiSljenih elemena-
ta, iako se njegov kontekst okarakterizirao kao
autenti¢an. Naime, spomenuti novac zed je iz-
misljen zbog otklanjanja prednosti ucenika ispi-
tanika kojima bi zadana valuta njihove zemlje bi-
la poznata, dok bi drugima bila nepoznata. Time
bi udaljenost od konteksta u startu bila razlicita
za ucenike iz razlicitih zemalja.

Virtualni kontekst sadrzi elemente koji nisu opi-
sani bilo kojom fizikalnom, socijalnom, prakti-
¢nom ili znanstvenom stvarno$éu. Njihova pri-
roda je idealizirana, stilizirana ili generalizirana.
Primjerice, stilizirani prikaz mape ulica grada G
sadrZi idealizirani zadatak s prometom, jedino
§to je stvarno u tom kontekstu su rije¢i “ulica”,
“grad” i “promet” — dok sam grad, ulice i pro-
met nisu ni stvarni ni autenti¢ni, ve¢ virtualni.

Umjetni kontekst se bavi, primjerice, bajkama —
nepostoje¢im objektima i konstrukcijama. Ovu
vrstu konteksta je lakSe odvojiti od stvarnosti i
treba je koristiti s oprezom. Ucenici se nee moci
uvijek uzivjeti u takve fantazije unutar umjetne
postavke zadatka ili se uklopiti u svijet koji oci-
to nije stvaran. Ali ponekad je ipak opravdana
uporaba ovih situacija.

Za sve uporabe konteksta uvjeti moraju biti tak-
vi da imaju matematicke karakteristike i da nam
omogucuju analizu sustava i situacija.

Nastavak u sljedecem broju.
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