Branimir Daki¢, Zagreb

“Euler je racunao bez vidljiva napora, onako kako covjek dise ili kako se orao odrZava na vjetru.’

Frangois Arago (1786. — 1853.), francuski znanstvenik

Matematicka analiza bila je glavno podrucje
djelovanja matematicara u 18. stoljecu. Pose-
bice su Bernoullijevi svojim radovima bitno
utjecali na razvitak ove bazicne grane mate-
matike. Eulerova bliskost s tom matematic¢-
kom obitelji potaknula je Eulerov interes za
analizu pa je ona dugo bila srediSnja toc¢ka
njegova interesa i rada. Zbog toga je i prva
u nizu sjajnih Eulerovih knjiga bila dvotomni
Introductio in analysin infinitorum (1748.).
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Prvi je dio ovog opseZnog djela posvecen bes-
konac¢nim procesima. Tu su dani prikazi funk-
cija u obliku beskonac¢nih redova, navedeni
su limesi nekih beskona¢nih umnoZaka, ob-
raduju se veriZni razlomci, razni algebarski i
trigonometrijski redovi itd.

! Cesto se Eulerovom konstantom zove broj e = 2.71828 . ...
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Promatrajudi jednostavan harmonijski red
. 1 1 1 1
+2+3+4+5+... .

Euler uocava kako je zbroj prvih n pribrojni-
ka priblizno jednak log n. Stovise, dokazao je
da kada n raste, razlika izmedu zbroja prvih n
pribrojnika i log n teZi konstanti koja se zove
Eulerova konstanta. Euler ju je 1781. izra-
¢unao na 16 decimala, a njezina je pribliZzna
vrijednost

0.57721566490153286060651209008240243.

Isti broj ponekad se zove Mascheronijeva
konstanta. Broj je i danas prili¢na nepozna-
nica, o njemu se malo zna, ¢ak nema dokaza
niti da je iracionalan.'

Koncept konvergencije beskonac¢nih redova
bio je razraden i prije Eulera. No on je bio
zbunjen nekim tvrdnjama i rezultatima pa se
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u ovo podrucje upustio, krée¢i mnoge nedo-

umice. MoZe se reci kako su upravo radovi iz

podrucja beskonacnih redova bili ti koji su do-

prinijeli punoj Eulerovoj afirmaciji i njegovu

ugledu u svijetu matematicara. Posebice se

istie problem odredivanja beskona¢ne sume
> 1

S(n) = > ot problem kojim su se zdus-
n=0

no bavili Bernoullijevi, Leibniz, Stirling, De

Moivre i drugi.

Euler je znao za osnovni poucak algebre
koji kaze da svaka algebarska jednadzba

n-tog stupnja f(x) = 0 ima n korijena,
X1,X2,...,Xy, t& sSe moZe napisati u obliku
alx—x))(x—x3) ... - (x—x,) =0.

Takoder je znao da jednadzba sinx = 0 ima
beskona¢no mnogo rjesenja iz cegaondaizvo-
di prikaz funkcije sinus u obliku beskona¢nog

umnoska
2 2 2

. b X X
s1nx:Ax<l—F> (1—22”2) <1_327r2) AU

Euler je znao i za prikaz sinusa u obliku bes-
konacnog reda oblika
) ¥ X
s1nx:x—§+§—ﬂ+... .

Kako bi odredio koeficijent A sluzi se Cinje-
nicom da sinx tezi x kada x teZi nuli (Sto se
moze zakljuciti i iz prethodnog razvoja sinusa
ured). Dobijese A = 1.

3 5

Kada se izjednace koeficijenti uz x° i x° u
prethodna dva zapisa funkcije sinus, dobije se
$1w g
ot n? 6’ — n* 90
1z ovakvih, relativno jednostavnih redova mo-
Zemo odrediti po volji mnogo znamenki broja

TT.

Za eksponencijalnu funkciju baze e Euler daje
raspis:
2 X3 n

=l ettt
21 1 31 n!

Uvrstimo li x = 1 dobit éemo ¢uveni Eulerov
broj e = 2.71828182846..., osnovicu prirod-
nih logaritama.

Istrazivanja beskonac¢nih redova dovode Eule-
ra ido veriznih razlomaka. On dokazuje kako

se svaki racionalan broj moZe prikazati kao
konacan verizni razlomak. Dao je brojne pri-
mjere veriznih razlomaka, kao Sto je primje-
rice

1 1
e+ o
e—1

6+

1
10 +

14+ ...

Spomenimo jos da je Euler dokazao da je broj
e iracionalan.

Euler definira eksponencijalnu funkciju i na
skupu kompleksnih brojeva te je povezuje s
trigonometrijskim funkcijama. Za bilo koji
realni broj x vrijedi

e” = cosx + isinx,

$to je poznato kao Eulerova formula. No
Eulerovim formulama zovu se i izrazi

1. 4
cosx = E(e’x +e ")

. _1 ix —ix
51nx—2(e e ),

koji izravno proistjecu iz te formule.

1z iste formule proistjece Cuvena jednakost
" +1=0,

koju mnogi, bududi da ona povezuje pet kru-

cijalnih matematickih konstanti e, 1,i,7 i 0,

drze najljepsom jednakosc¢u cijele matematic-

ke znanosti.

Euler je dao i ¢uvenu formulu, koja se danas
uglavnom pripisuje Abrahamu de Moivreu:

(cosx + isinx)" = cosnx + isinnx.

Euler se bavio transcedentnim funkcijama i
hiperbolickim trigonometrijskim funkcijama.
Jedan je od zacetnika Teorije funkcija komp-
leksne varijable (definirao je logaritme nega-
tivnih i kompleksnih brojeva).

Bavedi se problemima ekstremnih vrijednosti
funkcija razvio je racun varijacija. Kao za-
sebnu disciplinu formirao je Teoriju obicnih
diferencijalnih jednadZbi.

Matematika i sSkola



Moglo bi se nastaviti s nabrajanjem, ali i ovo
je vec bilo previse kad je rije¢ o opisu Eulero-
vih radova koji nemaju doticaja sa Skolskom
matematikom Nastavak ée svakako biti utom
matematike.

* *x

Euler je bio vrlo svestran ali ¢ini se kako je te-
orija brojeva bila njegova mladenacka strast.
Tri toma Eulerovih sabranih djela (“Opera
omnia”) posveceno je teoriji brojeva.

Sve je pocelo njegovim dolaskom u Rusiju
1727. godine. Tamo je upoznao Christiana
Goldbacha koji je ve¢ imao bogato iskustvo
u ovom podrucju matematike. Goldbach je
proucavajudi razne izvore, prije svega Euk-
lidove Elemente i radove Fermata pokuSavao
naci odgovore na neka otvorena pitanja. Jedno
od njih je poznato kao Goldbachova hipoteza:
svaki paran prirodni broj dade se predociti u
obliku zbroja dva prosta broja.

Drugo veliko pitanje bilo je vezano uz sa-
vrsene brojeve. To su prirodni brojevi ko-
ji su jednaki zbroju svojih djelitelja manjih
od samih brojeva. Brojevi6 = 1+4+2 431
28 = 1424447+ 14 primjeri su savrSenih
brojeva. Za savrSene brojeve vrijedi sljedeci
poucak:

Ako je 2F — 1 prost broj i ako je
n=2810k 1),
tada je n savrSen broj.

No kada je 2¥ — 1 prost? Za koje k? To
naoko jednostavno pitanje pokazalo se vr-
lo sloZenim. Pomisao kako je 2 — 1 prost
broj ako je k prost bila je pogresna. Vidi-
mo to veé na primjeru broja 2'' — 1 jer je
211 —1=2047=23-89.

Pocela je potraga za takvim prostim k za koje
2% — 1 jest prost (Mersenneovi brojevi)*. Usli-
jedile su racunske provjere koje su s porastom
k postajale sve mukotrpnije. Euler je 1772.
pokazao da je broj 23! — 1 prost.

Goldbach se u meduvremenu preselio u Mo-
skvu i dopisuje se s Eulerom razmjenjujuci

2 Mis 11, st 38.

MiS  godina VIIL., br. 40, 2007.

Pl b Llefo ol b sl i Tl

& wAi sl forirs Loihon mimtiss wriiss ok co s o

o /«mﬁ.& % - %/.,J /«/Mmf%
B Pl L i
it \§‘&_. off po gt ity :d;—-7~ /”""-'

13y A A S AT
witere el mm‘wl.zy

% %%Jn m?w-wvm M&ﬁp\}}««/ é/--y‘(/

j i ‘{ T

»-7(/59-,«-7“ A”Am.ao.ui&aé..mmwv‘m

-fv-ktﬁmym« X ittrmods wt foctu V= . amitios o’
a2 Mf%}/mc ‘/*rw&}fu.t nfparccrs i hemetiy
ome ‘45"!/:", proterct=etiom. étmwa’ Mrgjuf “ e
PO i i) oy vuev-t
i‘mwﬂ ,m )(vp ,,f” S g v
M‘/"“LP %*-/’"WM‘ st
k4 mﬁm—__;_r?._:g‘»_m{mx 4“‘”;?”" e
W"“ﬁ"“"‘l""'}‘ v i

?“w »

v
f:",Z,’?fﬂ/”'-,-:g 728
5'

ol

74 vy
7

omaia

s,
ot 3l

i
"'_4;3’

gz

3

G4

O o)
: HF F;‘,%iﬂ“/"“‘f‘sg'zﬁ‘ S
sy . Gt 2 iy 7 ,@,‘52%

Goldbachovo pismo Euleru

izvjesna pitanja i rjeSenja. U pismu od 1. pro-
sinca 1729. pita:

Je li Vam poznato Fermatovo misljenje da su
brojevi oblika 2% + 1 prosti? On to nije do-
kazao a koliko znam nije niti itko drugi.

Euler je brzo odgovorio:

22 11 =6700417 - 641.

Dakle, Fermat nije u pravu. Eulerov entuzija-
zamraste i on se sve viSe udubljuje u probleme
teorije brojeva. Razmatra parove prijatelj-
skih brojeva.
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Kakvi su to brojevi?
Neka je o(n) zbroj svih cjelobrojnih djelitelja
broja n. Primjerice,
o(5)=1+5=6,
0(6)=14+2+3+6=12, itd.

Brojevi m i n su par prijateljskih brojeva ako i
samo ako je

o(m)=m+n=o(n).

Uzmimo brojeve m = 220in = 284. Tada je:
m=1+2+4+5+10+11+20
+ 22 +44 + 55 + 110 + 220 = 504,
n=1+2+4+71+ 142+ 284 = 504.

Ocito, 5(220) = 2204284 = 5(284) = 504.
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Godine 1736. Euler je dokazao Fermatov mali
poucak:

Ako su a i p prosti brojevi, tada je & — a
djeljiv s p.

Kasnije je taj poucak poopcio pri ¢emu je uveo
funkciju @ koju definira kao broj cijelih bro-
jeva manjih od broja n i relativno prostih s
n. Danas su poznate primjene te funkcije u
kriptografiji.

Euler se bavio i ¢uvenim Fermatovim po-
sljednjim teoremom koji tvrdi da jednadZba

an + bn — cn
za n > 2 u skupu cijelih brojeva nema rjese-

nja.* Dokazao je to¢nost tvrdnje zan = 3 i
n=4.

Dokazao je i nekoliko ostalih Fermatovih pret-
postavki. Primjerice, tvrdnju da se svaki prost
broj oblika 4k + 1 na jedinstven nacin dade
predociti u obliku zbroja kvadrata dvaju cije-
lih brojeva.

Na kraju ovog dijela pri¢e spomenimo tek da
je Euler postavio temelje racunu kongruenci-
ja.

Dugacak bi bio niz u kojem bi popisali sve
Eulerove rezultate u teoriji brojeva. No u nje-
govo doba to podrucje matematike sastojalo
se od niza manjih, medusobno gotovo izolira-
nih tema i rezultata. Izgradnja teorije brojeva
u sustavnu matematicku teoriju zapocela je
pojavom Gaussove Aritmetike (1801. g.).

Ponekad se cini da je Eulerov doprinos ge-
ometriji mozda bio najmanji i da za geomet-
riju nije imao osobita interesa. Ali dojam je
potpuno pogresan. Da je to tako govori 1600
stranica Opera Omniae §to su posvecene ge-
ometriji.

Poznat je Eulerov sinteticki dokaz Heronove
formule (1748. g.), blizak klasi¢nom, “pra-
vom”, geometrijskom stilu. Euleru se pripi-
suje 1 poucak koji kaZze da srediSte S trokutu
opisane kruznice, teZiSte G trokuta i njegov

ortocentar H (sjeciSte visina) leZe na jednom
pravcu pri ¢emu je |GH| = 2|GS]|. Taj se pra-
vac zove Eulerov pravac.

Euler je jedan od zacetnika suvremene dife-
rencijalne geometrije. U tom ga smislu po-
vjesni¢ari matematike stavljaju uz bok Mon-
geu 1 Gaussu.

Jos jedan Eulerov jednostavan, ali impozantan
rezultat pripada popisu velikih matematickih
otkric¢a koja su u temeljima topologije — va-
Zne grane suvremene matematike. Rijec je o
Eulerovoj formuli — jednakosti koja povezuje
broj vrhova (v), broj strana (s) i broj bridova
(b) svakog konveksnog poliedra:

v+s—b=2.

Euler je rjeSenjem vrlo popularnog problema
Konigsberskih mostova (1736.) udario teme-
lje danas vrlo korisnom podruc¢ju matematike
— teoriji grafova.

ﬁ-.,.::,-'. !‘ L
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Naime, grad Konigsberg, danas Kaliningrad —
ruska enklava na Baltiku, a nekada krunidbeni
grad pruskih careva, smjeSten je na obalama
rijeke Progel i na dvama rije¢nim otocima.
U ono doba obale i otoke povezivalo je se-
dam mostova, kako se vidi na slici. Postavilo
se pitanje: moZe li se u jednoj Setnji prijeci
svih sedam mostova, ali svaki to¢no jednom”.
Euler je dao sasvim jednostavno rjeSenje pos-
tavljenog problema. Taj se trenutak danas drZzi
zacetkom teorije grafova.

3 Zan = 1 problem je trivijalan. Zan = 2 jednadZba ima beskona¢no mnogo rjeSenja, to su tzv. Pitagorine trojke.

+ Mis 24., str. 164. U Jednom potezu
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Nije neobic¢no $to je Euler, koji je u pisanju
bio neuobicajeno produktivan, u najveéoj mje-
ri uobli¢io matematicki zapis koji je zazivio
te se uz manje promjene rabi i dan-danas.

Uveo je pojam funkcije onakav kakav je i u
modernoj matematici, od njega potjece zapis
f (x), standardni zapis realne funkcije. Tu su
jos i oznake za trigonometrijske funkcije, slo-

Vo e za zapis poznatog Eulerovog broja ozna-
ku X za zbrajanje, i za imaginarnu jedinicu.
Premda mu se to pripisuje, on nije uveo oz-
naku 7 za omjer opsega i promjera kruZnice,
ali je dosljednom uporabom pridonio da ona
bude opce prihvacena.

Citajte Eulera, Citajte Eulera.
On je ucitelj svih nas.
(Laplace)

OBAVIJEST

Hrvatsko matematicko druStvo — PodruZnica Istra organizira

peti stru¢no-metodicki skup
Metodika nastave matematike u osnovnoj i srednjoj skoli

koji ¢e se odrzati od 4. do 6. listopada 2007. godine u Puli.

Tema skupa:
Zornost u nastavi matematike.

Skup se odrzava uz suglasnost Agencije za odgoj i obrazovanje. Svi sudionici skupa dobit
ée potvrdu Agencije za odgoj i obrazovanje o sudjelovanju na stru¢nom skupu, koja sluzi
za napredovanje u zvanju. Na skupu e se raditi plenarno i u radionicama.

Kotizacija u iznosu od 200,00 kuna po osobi upladuje se na ziro racun HMD — Podruznica
Istra 2360000 — 1400157657 s pozivom na broj 03688780—001. Sudionici skupa, uz predaju
kopije virmanskog naloga (ne fotokopija) o uplaéenoj kotizaciji dobit ée Zbornik radova.

Prijave:
za sudjelovanje na skupu prijavite se HMD - PodruZnica Istra:
skup2007@hmd-istra.org;
bpiton@inet.hr;
vladimir.kadum@pu.t-com.hr

za smjeStaj se prijavljuje pismenim putem organizatoru skupa (poSta, faks, e-poSta)
adresa: ARENATURIST, Splitska 1, 52100 Pula
tel: 052/ 529 432 ili 052/ 520 400
faks: 052/ 529 401
e-posta: ada@arenaturist.hr ; kontakt osoba: Ada Bogovié

Sve obavijesti o skupu potrazite na internetskoj stranici: www.hmd-istra.org
Zadnji rok za prijavu: 20. rujan 2007. godine

Pozivamo Vas da i na ovome, petom po redu skupu
aktivno sudjelujete kao predavac i/ili voditelj radionice.

Mis  godina VI, br. 40, 2007.
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