Algebarska metoda
riesavanja konstruktivnih zadataka

Zdravko Kurnik, Zagreb

Konstruktivna geometrija je dio geometrije u
kojemu se proucCavaju teorija i metode geome-
trijskih  konstrukcija. Geometrijske konstrukcije
su vrlo pogodno sredstvo upoznavanja s ravnin-
skim likovima i njihovim svojstvima i zato zauzi-
maju istaknuto mjesto u izgradnji planimetrije. U
nastavi matematike one viSe nego neki drugi za-
daci doprinose ostvarenju mnogih vaznih ciljeva
nastave matematike i razvojnih osobina uc¢enika:
samostalnost, preciznost, smisao za red i ured-
nost, dosjetljivost, originalnost, sistemati¢nost, lo-
gic¢ko i stvaralacko mislienje i dr. Od pribora za
konstruiranje u nasoj se Skolskoj praksi koriste sa-
mo ravnalo i Sestar.

U [5] opisane su glavne geometrijske metode rje-
Savanja konstruktivnih zadataka: metoda presje-
ka, metoda pomocnih likova, metoda osne sime-
trije, metoda rotacije, metoda centralne simetrije,
metoda translacije, metoda homotetije i metoda
sli¢nosti.

Ponekad se dogodi da ni uza sva nastojanja
nismo u stanju otkriti kojom bi se geometrijskom
metodom mogao rijesiti postavljeni konstruktiv-
ni zadatak. Sto da radimo u takvim slucajima?
Postoji jo§ samo jedna mogucénost izbora:
algebarska metoda rjeSavanja konstruktivnih
zadataka.

1. Opis metode

U daljnjim razmatranjima opisat ¢emo upravo na-
vedenu metodu. Bit metode sastoji se u sljede-
cem:

1) Sastavni dijelovi svakog zadatka su poznate
ili dane veli¢ine, nepoznate ili trazene veli-
¢ine i objekti i uvjeti koji karakteriziraju vezu
izmedu danih i nepoznatih veli¢ina i objekata.
UocCavanje navedenih sastavnih dijelova za-
datka bitno je za njegovo razumijevanje i prvi
je korak riesavanja.
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2) Drugi korak rjeSavanja je nastojanje da se
nepoznate veli¢ine lika, kojega treba konstrui-
rati, izraze formulama pomocu danih veli¢ina.

3) Tredi korak je konstruiranje dobivenih izraza.

NajceScée je za rjeSenje postavljenog konstruk-
tivnog zadatka dovoljno duljinu x jedne nepo-
znate veli¢ine izraziti pomoc¢u danih veli¢ina
dy,d,,...,d,, Dobiva se veza oblika

x=1(dy,dy,...,d,,).

Varijable su i same pretezno duljine duzina. Raz-
matraju se samo one njihove pozitivne vrijedno-
sti za koje gornji izraz ima smisla i takoder je po-
zitivan.

Dalje se radi o konstrukciji nepoznate veli€ine Ci-
ja je duljina x odredena izrazom I(d,,d,,...,d,,)
ili, kako se krade govori, o konstrukciji izraza
I(d,,d,,...,d,,).

Lako je zamisliti da ¢e dobiveni izraz I nerijetko bi-
ti vrlo sloZzenog oblika. Jasno je da ¢e i pokusaj
konstruiranja toga izraza biti slozen. Ta ¢injenica
ukazuje na potrebu da se prethodno podrobnije
obradi pitanje konstruiranja razli¢itih izraza.

2. Osnovni izrazi

Pri razmatranju slozenih algebarskih izraza i njiho-
vom konstruiranju vaznu ulogu igra skupina jed-
nostavnijih izraza, koji se lako konstruiraju. Ti se
izrazi nazivaju osnovni izrazi. Na konstrukcijama
osnovnih izraza temelji se primjena algebarske
metode u konstruktivnoj geometriji. Zato ¢emo
na pocetku najprije reci par rijeci o tim konstruk-
cijama.

U svim konstrukcijama koje slijede a, b i ¢ su dulji-
ne danih duzina, m i n prirodni brojevi, a x je dulji-
na duzine koju treba konstruirati.

1° x=a+b. Konstrukcija se jednostavno izvodi.

2° x=a-b (a > b). Konstrukcija se jednostavno
izvodi.

3° x=na. Konstrukcija se svodi na 1°.

a
4° x = —. Konstrukcija se svodi na osnovnu
n
konstrukciju dijeljenja duzine na jednake
dijelove.
5° x =-—a. Konstrukcija se svodi na 3°i 4°.

. n o a
Najprije se konstruira izraz x; = —, a onda
izraz x, = x = mx;. n

ab . " .
6° x =— (Cetvrta proporcionala). Zapisemo li

jednackost uoblikuc:a=>b:x, vidimo da se
konstrukcija moze izvesti primjenom metode
sliénosti:

0 X B

c

|04|=a, |OB|=b, |0C|=c, AX||BC =
|OX|=x.

7° x=+ab (geometrijska sredina brojeva a i b).
Konstrukcija se moze izvesti na dva
nacina primjenom Euklidova pouc¢ka o
visini, odnosno kateti pravokutnog trokuta:

|
|
|
|
|
}
N
A a C b B
|AB|=a, |BC|=b = |BX|=x.
8° x =+/mab. Konstrukcija se svodi na 3°i 7°.

Najprije se konstruira izraz x; = na, a onda
izraz x, = x = \/x;b. Pote8koca se javija
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kad je broj n relativno velik. U tom se slu¢aju
konstrukcija moze olak$ati transformiranjem

danog izraza na oblik x = /(ﬁa)(mb). Na
primjer, m

x=~13ab = (?a)(%).

9° x =+/a” +b?. Trazena duzina je hipotenuza
pravokutnog trokuta kojemu su a i b duljine
kateta.

10° x =\ a* - b* (@ > b). TraZzena duzina je ka-
teta pravokutnog trokuta kojemu je a duljina
hipotenuze, a b duljina druge katete.

11° x= \/;a. Konstrukcija se svodi ili na 87 ili na
9°. Naime, izraz \/;a moze se napisati ovako
\/@, pa je to 8° za b=a, a ako se taj izraz
napise kao korijen iz sume od 7 pribrojnika

a’®, dakle u obliku Va2 +a* +...+a* , onda

se tu radi o n — 1 konstrukcija 9°:
X = Va* +a2,
Xy = \'xlz +a2, ceey xn_l = \'xﬁ_z +a2 .

Primjer 1. Konstrukcije izraza V5a na navedena
dva nacina.

Primijetimo da se postupak konstruiranja izraza
\/ga na drugi na¢in mogao ubrzati uporabom nje-

govog drugog zapisa \/(Za)z +a* , jer on poka-

zuje da je za nasu svrhu dovoljna po jedna kon-
strukcija 1° i 9°. U praksi se sli¢na redukcija pri
konstrukciji izraza \/;a moze provesti za sva-
ki prirodan broj n. Tome ¢esto pogoduju poseb-
ni rastavi prirodnog broja 7, kao §to su n = nyny,
n=nf+ns,n=nt —nyidr

Primjer 2. Posebni rastavi.
a) x = 7a = \(4a)? — Ba)? =\(3a)? —a* - d*,
b) x =26a=y/(5a) +a* =(4a)* +(3a)* +a? .

0) x = 35a = /(5a) (7a) = y/(6a)> —a® .

) a=J(4a)(11a) = \/(12a)* - (10a)*

(e}
=

5

= J(7a)* - 2a)* - a*
Citatelima prepustamo da odgovarajuée kon-
strukcije opisu ili izvedu sami.

Kako se konstruiraju znatno tezi zadaci? Odgovor
na ovo pitanje dat ¢emo u narednom odjeljku.

3. Konstrukcije slozenih
algebarskinh izraza

Sve izraze mozemo podijeliti u dvije skupine: ho-
mogeni izrazi i nehomogeni izrazi.
Prvu skupinu opisuje sljedec¢a definicija.

Definicija. Za izraz 1(d,,d,,...,d,,) kaZemo da je
homogeni izraz dimenzije n ako za sve pozitivne
brojeve k vrijedi

I(kdy,kdy,...,kd,,) = K"I(dy,dy,....d,,)
3 3

Na primjer, je homogeni

je ho-
Jab

C

a
S +d’
a mogeni izraz dimenzije -3, a

izraz dimenzije 2,

homogeni izraz dimenzije 0.

Drugu skupinu sacinjavaju svi oni
izrazi koji nisu homogeni. Ti izrazi
nazivaju se nehomogeni algebarski izrazi.

a

Kada se pomocu ravnala i Sestara moze konstru-
irati neki izraz I? Odgovor na to pitanje daje slje-
deca izreka.

Poucak. Svaki pozitivni izraz 1(dy,d,,...,d,,),
koji se iz danih veli¢ina dy,d,,...,d,, dobiva ko-
nacnim brojem racionalnih operacija (zbrajanje,
oduzimanje, mnoZenje i dijelienje) i vadenja dru-
gih korijena, moZe se konstruirati pomocu ravna-
la i Sestara.
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Nas posebno zanimaju pozitivni homogeni izrazi
dimenzije 1, bududi da se oni pojavljuju kao rezul-
tat primjene algebarske metode u geometrijskim
konstrukcijama, a mogu se razmatrati kao dulji-
ne duzina. Takvi su ocigledno svi osnovni izrazi iz
odjelika 2. Konstrukcije homogenih izraza dimen-
Zije razli¢ite od 1 i konstrukcije nehomogenih izra-
za opisat ¢éemo odvojeno, jer se one izvode uz je-
dan dodatni uvjet.
* kK

1. Da bismo konstruirali pozitivni homogeni izraz
dimenzije 1, potrebno je rasclaniti taj izraz na nje-
gove sastavne dijelove, osnovne izraze i onda te
osnovne izraze u povezanom nizu konstruirati. Ra-
SClanjivanje velikog broja izraza je uocljivo, prirod-
no i jednostavno, ali ponekad je za ostvarenje ci-
lja nuzno najprije izraz transformirati na pogodniji
oblik. Pogledajmo par primjera.

Primjer 3. Konstruirajmo duzinu kojoj je duljina x
odredena jednakoscu
B a*b’
c*d?
Rjesenje. Ras¢lanjivanje danog izraza na osnov-
ne izraze je vrlo prirodno i lako uodljivo. Naime,
mozemo pisati

x (@, b, ¢, d - duljine danih duzina).

X=——=— —-—--— .
AFd: ¢ cdd
Vidimo da se x moze konstruirati primjenom ¢eti-
riju osnovnih konstrukcija 6°:
_ ab _ x\a Zb _ X3b

x| = Xy =——, X3 =——, Xy =X=——
1T R T N T T X d

Prva dva osnovna izraza iz danih duljina konstru-
irana su na prvoj, a druga dva na drugoj slici:

c

Opisite postupak konstruiranja!

Primjer 4. Konstruirajmo duzinu kojoj je duljina x
odredena jednako$cu

_ a® —be

x (a, b, ¢, d - duljine danih duzina).

Rjesenje. Izraz je pogodan za neposrednu primje-
nu osnovnih konstrukcija. Za njegovu konstrukciju
dovoljne su sljedece tri (7°, 10°, 6°ili 7°):

2
[ X
xl=\/bc, x2= az—xz’ X3 =x=72

Konstrukcija:

X,

d X

Opisite postupak konstruiranja!
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Primjer 5. Konstruirajmo izraz x = ———.

Ja +b
Rjesenje. Izraz se moze transformirati na pogodni-
ji oblik na razne nacine. Jedan od njih je racionali-
ziranje nazivnika. Mi odabiremo mnoZzenje brojni-
ka i nazivnika s va. Kao rezultat dobivamo

aJbe

izraz x = ———=—.Sadasu sviosnovniizrazividljivi
a++ab
ax
x; =+lbc, x, =~ab, x3=a+x,, x; =x=—
X3

Nacrtajte odgovarajuce slike! Nadalje, pokaZite
da je racionaliziranje nazivnika nepovoljnija tran-
sformacija, jer vodi na konstrukcije 7 osnovnih
izraza.
*k Kk

2. Razmotrimo sada pitanje konstruiranja homo-
genih izraza dimenzije razliCite od 1 i nehomoge-
nih izraza. Takvi izrazi susre¢u se u praksi, na pri-
mjer kod crtanja grafova nekih funkcija.

Primjeri takvih izraza:

l, a*, a+b, 2+4/2, L, a* —ab+i-
a a-b a+1 Je
Za konstruiranje izraza ovog oblika nuzno je prije
svega uvesti duzinu jedini¢ne duljine e=1, a onda
izraz I(dy,d,,...,d,,) transformirati na homogeni
izraz dimenzije 1 putem jednakosti

d d, d,
1(d,,dy,....d,) = el(?lfj”j

Sada je problem sveden na prethodni slucaj.

Primjer 6. Homogeniziranje izraza.

1 2
) x=-=2
a a
2
2) x=a2=a—,
e
3) x:a+b:ae+bey
a-b a-b

4) x=2+\/z=26+\/2e.

4. Primjena

Razmatranjima u prethodnom odjeljku pripremljen
je teren za na$ glavni cilj: upoznavanje algebarske
metode rjeSavanja konstruktivnih zadataka.

llustrirat ¢emo njezinu primjenu na par primjera.

Cesto je potrebno jedan lik pretvoriti u drugi lik ko-
jiima istu povrsinu kao i prvi. U Skolskoj su mate-
matici poznate neke takve pretvorbe. Evo primjera
pretvorbe za koju je nuzna primjena opisane me-
tode.

Primjer 7. Konstruirajmo jednakostrani¢ni trokut
kojemu je povrSina jednaka povrSini danog pra-
vokutnika ABCD s duljinama stranica a i b.

Rjesenje. Ako je x duljina stranice traZzenog jed-
nakostrani¢nog trokuta, tada uvjet mozemo pisati
x*3

= ab. Odavde nalazimo da je

[+3
X = Tab

Rasclanjivanje izraza na osnovne izraze izgleda
ovako:

4
x| =§a, Xy =/3b, X3 =[x X =X

Konstrukcija:

Wl
N}

OpisSite postupak konstruiranjal!

55



56

iz rjeCnika metodike

Primjer 8. Razdijelimo danu duZinu AB togkom
/ na dva dijela, tako da se ¢itava duzina odnosi
prema ve¢em dijelu kao veéi dio prema manjem
dijelu (zlatni presjek).

Rjesenje. Konstrukcija zlatnog presjeka je vrlo
poznat i vazan problem. Susrec¢e se u slikarstvu
i graditeljstvu. Pogledajmo $to trebamo za kon-
struiranje to¢ke Z. Poznata je duljina duzine AB,
a nepoznate su udaljenosti tocke Z od njezinih
krajeva A i B. Neka su te veli¢ine redom a, u, v
(u >v). Tadaizuvietaa:u =u:v,u +v=a
nalazimo za u kvadratnu jednadzbu
u’ +au-a® =0.

Zadovoljava samo pozitivno rjesenje
2
a 2 a
u=—-—+,a"+ —|.
2 [2]

Lako nalazimo da je duljina manjeg dijela duzine

3a 2 (a)z
v=——Ja+| | .
2 2
Konstrukcija:

a ,
X =E,DC2 = (lz +x12,x3 =—x1+x2.

NSNS}
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Vremenik natjecanja

Vrijeme odrzavanja

u9 sati

u 10 sati

6. — 9. travnja 2008. (nedjelja — srijeda) u Primostenu

(8kola domacin — Osnovna Skola Primosten u Primostenu)

Natjecanje Datum odrzavanja
Skolsko (gradsko*)  25. sije¢nja 2008. (petak)
Zupanijsko 7. ozujka 2008. (petak)
Drzavno

Regionalno 16. svibnja 2008.
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