iz riecnika metodike

Metoda koordinata

- - Zdravko Kurnik, Zagreb

U analitickoj geometriji metoda koordinata je osnovna i prirodna metoda istrazivanja i rieSavanja pro-
blema. Medutim, metoda koordinata ponekad se moze primijeniti i u drugim podrucjima geometrije.
Zadaci iz podrucja u kojima je to moguce najcescée su zadaci koji se mogu rijesiti na viSe nacina.

Metodicki razlog za rieSavanje zadatka na vise na- e zabarem jednu koordinatnu os odabire se
¢ina lezi u tome da tada za rjeSavanje treba vise pravac na kojem lezi neki istaknuti element
teorijskih ¢injenica. Time se samo jednim zadat- lika (stranica, visina, teZi$nica, dijagonala,

kom aktivira, analizira i primjenjuje veca koli¢ina promijer, tetiva, simetrala stranice, simetrala

ste¢enog znanja u¢enika. To povoljno utje¢e na

. ) . kuta, tangenta, os simetrije).
trajnost njihova znanja.

U ovom &lanku opisat éemo primjenu metode ko- Ovim se postize da neke tocke lika dobivaju jed-
ordinata u planimetriji. nostavne koordinate, §to se povoljno odrazava na

jednadzbe odredenih pravaca i jednostavnije izra-
¢unavanje traZzene veli¢ine ili brZze opravdanje po-
stavljene tvrdnje.

Osnovno pitanje je kako najpovoljnije postaviti ko-
ordinatni sustav. Obi¢no se postupa na sliededi
nacin:

llustrirajmo rec¢eno s nekoliko primjera. Pocinje-
mo s dokazom jednog poucka iz osnovnoskolske
matematike.

e zaishodiste O koordinatnog sustava odabire
se neka istaknuta to¢ka promatranog lika
(vrh, poloviste stranice, teziste, ortocentar,
sjeciste dijagonala, diraliste tangente);
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Primjer 1. DokaZimo da su dijagonale AC, BD
romba ABCD medusobno okomite.

D C

A B

Dokaz. Uobicajeni dokaz ovog poucka zasniva
se na primjeni sli¢nosti trokuta. Medutim, bududi
da se u formulaciji spominje okomitost, dokaz se
moze provesti i pomoc¢u metode koordinata, tako
da se u njoj uporabi analiti¢ki uvjet okomitosti pra-
vaca.

Oznadimo s a duljinu stranice romba A4ABCD, a
koordinatni sustav postavimo ovako: vrh 4 neka
je ishodiste O, pravac AB neka je koordinatna os
X, a pravac to¢kom 4 okomit na x neka je koordi-
natna os y.

U tom koordinatnom sustavu poznate su koordi-
nate vrhova 4 i B, dok su nepoznate koordinate vr-
hova C'i D. Zato ¢éemo ih posebno oznaditi:

A(0,0), B(a,0), C(m,n), D(m—a,n).

y

D(m-a, n) C(m, n)

A B(a,0) x

Jednadzbe pravaca AC i BD na kojima leZe dija-
gonale romba glase y = 77 x, y = # (x —a),
pa vidimo da su koeficijenti smjerova tih pravaca
k=2 k =—"

AC BD m-2a’

S druge strane, vrijedi jednakost |4Bl = |BC],
odnosno u analitickom zapisu jednakost a=

\(m —a)’ + n*. Jednakost se nakon kvadriranja

[ pOJednostavaenja moze zapisati u obliku
n n
m " e — — 1. To je upravo uvjet okomitosti

pravaca AC i BD, ato znaci i dijagonala AC i BD,
romba ABCD.

*KkKk

Primjer 2. Na stranicama BC, CA, AB jednako-

strani¢nog trokuta ABC dane sutocke 4, B, C,
takve da je |BA,| = [CB,| = |AC,| = 1 14B]. U

kojem su odnosu povrsina trokuta KLM, $to ga
odreduju pravci 44, BB i CC,, ipovrsina tro-
kuta ABC?

C

B

A G B

Rjesavanje. Formula za povrsinu trokuta postoji
u planimetriji, analitickoj geometriji i trigonometri-
ji. Ta ¢injenica upucuje na mogucnost rieSavanja
ovog zadatka na tri razli¢ita nacina.

Bududi da je zadatak planimetrijski, jasno je da
bi metoda povrsina trebala biti prirodno i osnovno
sredstvo njegovog rieSavanja. Medutim, mi ¢emo
ovdje opet razmotriti drugi nacin, primjenu anali-
ticke geometrije, tj. primjenu metode koordinata.

Koordinatni sustav pﬁstavimo tako da je vrh 4 is-
hodiste, a stranica AB na osi x koordinatnog su-
stava. Neka je uzto |4B| = 1.

Sa slike dosta lako ocitavamo koordinate vrho-
va 4, B, Cidjeli$nih tocaka 4, B,, C;: A(O 0),

.0, c[b 3] afz 2] 832 el o)
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A @] B x

Za odredenje koordinata vrhova K, L, M trebamo
jednadzbe pravaca A4, BB, CC;:

V3 3
AA, ..y =—75-x, BB .y=—75 (x—

CC, . y=-33 x-1)

1),

Odredivanjem sjecista parova pravaca nalazimo:

k328 el ) w57

Konacno nalazimo

P(KLM) = % ‘xl(yz =y F 0y -r) a0 _y2)|
N3 1. N3 _ 1

Poucak:
Omjer povrsina trokuta KLM | ABC jednak je 1:7.

Buduci da su poznate koordinate vrhova trokuta
KLM, lako se moze opravdati i sliedeca tvrdnja:
Trokut KLM takoder je jednakostranican.

* kK

Primjer 3. Neka je CD visina jednakokra¢nog tro-
kuta ABC, DE visina trokuta CBﬂa ﬂ)oloviéte te
visine. Dokazimo da su duzine AE i CP okomite.

(Opcinsko natjecanje 1984., 1. razred)
(Savezno natjecanje 1985., 7. razred)

Rjesavanje. Ovo je dokazni zadatak u kojem se
nekoliko puta spominje okomitost. Zato naslucu-
jemo primjenu one teorijske osnove gdje se oko-
mitost lako provjerava. To navodi na zaklju¢ak da
se i ovaj zadatak moze rijeSiti na tri nacina: pri-
mjenom okomitosti duzina u planimetriji, analitic¢ki
i primjenom vektora.

Razmotrimo opet drugi nacin. Koordinatni sustav
prirodno je postaviti tako da je D njegovo isho-
diste, a pravci DB i DC njegove osi x i y. Ako jo$
uvedemo visinu AF trokuta ABC, tada je za do-
kaz pogodna sljedeca slika:

Neka su u jednakokra¢nom trokutu ABC duljine
osnovice i pripadne visine ¢ i v. Tada su u koordi-
natnom sustavu (D, DB, DC) koordinate njegovih
vihova 4 (5,0}, B(%,0), C(0,v).

Dalje nalazimo jednadzbe sljedecih pravaca:

BC..y=-Zx+v, DE.y=%.

SjeciSte ovih dvaju pravaca je tocka

E( 2cv? c?
AV 4y

P( o’ 1 &
A4 D P dy?

), a poloviste duzine DE tocka

Nadalje, nije tesko nadi koeficijente smjera prava-
caAE i CP:

_ _2cv k _ 8
AE  c48y* cp 2¢v
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Sad se neposredno vidida je k,. - k., =-1, a

AE CcP
to znadi okomitost duzina AE i CP. Time je do-
kaz gotov.

* Kk

Primjer 4. Dana su tri povezana kvadrata ABCD,
BCEF i EFGH. Pokazimo da je

ADCA + IADEA + XDHA = 90°.

D C E H

A B F G

Dokaz. Dopunimo dana tri kvadrata sa Sest su-
kladnih kvadrata do veéeg kvadrata DHIJ. Uve-
dimo sljedeéi koordinatni sustav: D=0, |IDC| = 1,
DH = x, AD = y i promatrajmo neke toCke i prav-
ce.

y
D C E H

g
[

Tocke: A4(0,-1), E2,0), L(3,-2), K(1,-3).
Jednadzbe pravaca:

=y

AE y=Lx-1 EL.y=-2x+4,

KL.y=ix-1 = 4x..y=-2x-1,

EK ...y =3x—-6.

Usporedivanjem koeficijenata smjerova pravaca
izvodimo ove zakljucke:

AE L EL, AEN KL, AK 1 KL, AK | EL, EK 1 AL.
Cetverokut AELK je kvadrat!

Zavrsni korak dokaza:

<DCA + < DEA + 4 DHA
=459 + L GAE + L LAG = 45° + 45° = 90°.

* k%

Primjer 5. Zbroj kvadrata udaljenosti bilo koje to¢-
ke T kruznice k (S, r) od vrhova jednakostranic-
nog trokuta ABC upisanog u tu kruznicu kon-
stantna je veli¢ina.

Dokaz. Neka je koordinatni sustav odabran kao
naslici (O =S, x =84, y L x). Kao §to znamo,
sredi$nja jednadzba kruznice glasi x*+y?= 72
Sada se lako pokazuje da u tom koordinatnom su-
stavu vrhovi trokuta na kruznici imaju sljedece ko-
ordinate:

a0, 8553 cl-5-12)

Ako su x, y koordinate tocke 7, tada za udaljeno-
stitocke T odvrhova 4, B, C vrijede jednakosti
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[ATP = (x = r)> +y* =x> = 2rx + 12 + )7,

2
IBTP = (x+§)2+ (y__"\f) LITERATURA
7 3,2 [] S. Arslanagi¢, Metodicka zbirka zadataka sa
=x>+rx+ 7 +3?— ry\/§ + osnovama teorije iz elementarne matematike,
e Grafi¢ar promet, Sarajevo, 2006.
3 .
|CTP = (x + %)2 + ( y+ T) 2] L. Celikovi, Primjena radijus-vektora i koordi-
natne metode u planimetriji, Bilten seminara iz
7”2 352 matematike za nastavnike-mentore 10 (2001.),
— 42 2
=x>+rx+ 3+ N3+ 12-25
4 4 :

[3] 1. llisevi¢, Primjena analititke geometrije u plani-
metriji i stereometriji, Bilten seminara iz matema-
tike za nastavnike-mentore 13 (2004.), 39-58.

Zbrajanjem ovih jednakosti dobivamo

[ATP + |BTP + |CTP = 3(x* + %) + 312 = 612,
[4] Z. Kurnik, Zadatci s vise nacina riesavanja, HMD,
Sto potvrduje valjanost izreke. Zagreb, 2004.

* kK

Veci broj dodatnih primjera primjene metode koor-
dinata Citatelj moze naci u navedenoj literaturi.

DOKAZ BEZ RIJECI

c*=a*+b*—2ab cosb

(Zacosb-b)b=(a—c)(c+a)

c*=a*+b*=2ab cosb

Sydney H. Kung (Mathematics Magazine)
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