Pismeno izrazavanije
U nastavi matematike, 1. dio

Dubravka Glasnovi¢ Gracin, Zagreb

Ukoliko nastavnik zanemaruije izrazavanje uCenika, u€enik ostaje pasivan i tada, ¢ak i u matematici,
mozemo doci u opasnost da dobijemo samo reprodukcijsko matematic¢ko znanje bez trunke
razumijevanja: praznu reprodukciju algoritama, definicija, pravila i dokaza bez pravog uvida u
gradivo. Jedan od nacina kako realizirati dobru i plodonosnu komunikaciju jest poticanje pismenog

izraZzavanja u nastavi matematike.

Dva smjera u nastavnoj
komunikaciji

Gradivo matematike ima svoje specificnosti, ve-
7e se uz nauceno vise nego bilo koje drugo, ¢e-
sto je apstraktno, trazi se preciznost i to¢nost itd.
Zbog toga je nastavnicima matematike oduvijek
bio velik izazov u€enicima $to bolje objasniti to, po
mnogima, “tesko” gradivo. No, tu mozemo doci u
napast da (od Zelje da ucenici $to bolje razumiju
gradivo, ali i od Zelje za kontrolom situacije) sebe i
svoje izlaganje stavimo u prvi plan, dok u¢enik rje-
Sava zadatke i ostaje pasivan u izrazavanju svojih
ideja. Ponekad mi se Cini da smo tjerani pritiskom

za $to vecim brojem rijesenih zadataka, kao i pro-
blemima s natrpanim programima i razredima, za-
boravili da komunikacija u razredu treba imati dva
smijera. Cilj bi svakako trebao biti da u¢enik dobro
razumije gradivo, ali i da se zna dobro izrazavati (u
pismenom i usmenom obliku) o matemati¢kim sa-
drzajima. Ukoliko nastavnik zanemaruije izrazava-
nje ucenika, ucenik ostaje pasivan i tada, ¢ak i u
matematici, mozemo doci u opasnost da dobije-
mo samo reprodukcijsko matemati¢ko znanje bez
trunke razumijevanja: praznu reprodukciju algori-
tama, definicija, pravila i dokaza bez pravog uvida
u gradivo. Jedan od nacina kako realizirati dobru
i plodonosnu komunikaciju jest poticanje pisme-
nog izrazavanja u nastavi matematike.

105



106

metodika

Ovaj ¢lanak za MiS, koji govori upravo o tome,
ima izvor u prezentaciji autorice u sklopu semina-
ra “Schrift und Zahl” pod vodstvom prof. dr. Gerta
Kadunza u lipnju 2007. u Klagenfurtu (Austrija). Za
Sitatelje MiS-a élanak je znatno prosiren, a koriste-
na literatura se nalazi na kraju 2. dijela ¢lanka.

Pismeno izrazavanje u nastavi
matematike

Pod pismenim izrazavanjem u nastavi matemati-
ke podrazumijevaju se postupci kojima uc¢enici pi-
smeno izrazavaju svoja shvaéanja gradiva svojim
vlastitim rijeCima i stilom. Pismeno izrazavanje u
nastavi matematike u literaturi nalazimo pod ime-
nima “vlastite tekstualne produkcije u¢enika i u¢e-
nica” (Selter) ili “autenti¢ni tekstovi o matematici”
(Maier, 2000.).

Uz pismeno izrazavanje svojim rije¢ima, pozelj-
no je da ucenik na nastavi matematike paralelno
usvaja i razvija i strog matematicki simboli¢ki jezik,
kako bi se mogao dobro sluziti kako govornim (pi-
smeno i usmeno) tako i matematickim jezikom za
obrazlaganije i argumentiranje matematickih ideja.
U clanku prof. Kurnika “Jezik u nastavi matemati-
ke” (MiS br. 33) mozZete saznati vise o matematic-
kom i govornom jeziku u nastavi matematike.

Slijedi primjer iz sedmog razreda osnovne $kole
gdje ucenik pismeno obrazlaze formulu za broj di-

jagonala u mnogokutu. Na nastavnom satu razred
je ucio formulu za broj dijagonala u mnogokutu,
pri €¢emu je nastavnica heuristickim razgovorom
navela razred da izvede formulu. Slijedila je disku-
sija i dodatna pojasnjenja. Nakon toga su ucenici
pismeno svojim rije¢ima obrazlagali formulu kako
bi je i bez uenja napamet znali izvesti. Evo pri-
mjera kako je na pitanje odgovorio jedan odli¢an
ucenik sedmog razreda. Namjerno ostavljam au-
tentiCan ucenikov zapis i izricaj.

Primjer 1: Rekonstrukcija onog $to su ucenici ¢u-
li na predavanju

Zadatak: Objasni formulu za broj dijagonala u
mnogokutu.

Odgovor (Augustin, 13 godina, slika 1):

Dijagonala je duZina koja spaja dva nesusjedna vr-
ha u mnogokutu. Formula za br. dijagonala u mno-
gokutu je AR U 3). To je zato sto mnogokut ima
br. vrhova (n), a iz svakog idu dijagonale u sve ne-
susjedne vrhove u mnogokutu pa se mnoZi br. vi-
hova (n) sa br. vrhova (n — 3) jer se iz jednog vrha
ne mogu povuéi dijagonale u sam taj vrh i 2 su-
sjedna vrha. To se sve difeli s 2 jer iz 1 to¢ke ide di-
jagonala u neku drugu toCku, ali kada dode do te
druge tocke, dijagonala ide opet u prvu tocku, ali
je to ista dijagonala pa da ne bi dobili duplo vise di-
jagonala dijelimo sa 2.
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Iz ovakvog teksta nastavnik moze zakljuciti da je
ucenik shvatio formulu, da moze slijediti tijek uce-
nikovih misli, te pretpostaviti da bi u¢enik mozda
mogao izvesti zadanu formulu i u slu¢aju da je za-
boravi. U sljede¢em poglavlju navest ¢e se neki
argumenti zasto je dobro poticati ovakav pismeni
nacin izrazavanja.

Zasto poticati pismeno
izrazavanje?

Poneki Citatelj ovih redaka mogao bi se nac¢i zbu-
njen poticanjem pismenog obrazlaganja “nadu-
gacko” govornim jezikom na nastavi matematike.
Zar za to ne postoji nastava materinjeg jezika sa
svojim zadac¢nicama i pismenim provijerama razu-
mijevanja teksta? Uz to, jedan od ciljeva nastave
matematike je, zaista, koristenje matematic¢kog je-
zika pomoc¢u matematickih simbola koji je jedno-
stavan, jezgrovit, saZet i to¢an. Zar pismeno obra-
zlaganje simbolickim jezikom nije dovoljno, zasto
ipak poticati i obrazlaganja govornim jezikom?
Ako ih veé i poticati, zasto ih poticati ba$ pisme-
no, a ne samo usmeno?

No, za poticanje pismenog izraZzavanja u nastavi
matematike postoje mnogi didakti¢ki razlozi (Kun-
tze, Prediger, 2005): produbljivanje kvalitetne dis-
kusije, aktivno i intenzivno bavljenje matematic-
kim sadrzajima prilikom opisivanja, produbljivanje
znanja, poticanje refleksivnog razmisljanja, mo-
guénost retrospekcije, vaznost razvoja vlastitog
izri¢aja, dijagnosticki potencijal itd. Na taj se na-
¢in ucenici potiCu osvijestiti si matematicke sadr-
zaje, analizirati ih i usvojiti. Osim toga, prema Pi-
mmu, zapisivanje misljenja trazi jaci izriCaj nego
govor jer se na taj nacin ocekuje tocniji i precizniji
prikaz nego u razgovoru. Jednom zapisane, misli
su materijalizirane i time dostupnije, nisu nestale
u zaborav te mogu posluZziti kao povod za kasnija
razmisljianja i promisljanja. Pisanje zahtijeva i vri-
jeme da se zapazanja strukturiraju, vrijleme da se
misli sakupe i da ih se prikaze. Uz to, pisanu rije¢
mozemo kontrolirati, moZzemo je brisati pa ponovo
pisati sve dok ne budemo zadovoljni pa tek onda
misao podijeliti s drugima, za razliku od onog $to
je vec¢ izgovoreno u nekoj diskusiji. A evo i jednog

konkretnog razloga u prilog pisanim radovima: &i-
tajuci ucenicke pismene uratke nastavnici se mo-
gu dobro informirati u kojoj mjeri je uc¢enik zapra-
vo svladao gradivo.

Pogledajmo jo$§ jednom Primjer 1 u kojem 13-go-
diSnjak obrazlaze formulu za broj dijagonala u
mnogokutu. Zamislimo samo koliko je za tog uce-
nika bio koristan napor svojim rije¢ima objasniti
nauceno, koliko mu je vlastito pismeno obrazla-
ganje pomoglo u produbljivanju znanja, osvjeséi-
vanju onoga $to je shvatio na nastavi, poticanju
preciznog izrazavanja i sl. Cini se da su ovakvim
zadatkom zadovoljeni i obrazovni i funkcionalni i
odgojni zadaci nastave. Kao da je obi¢na mate-
maticka formula iz 7. razreda stavljena na jednu
viSu razinu, koja se ne ti¢e samo reprodukcije na-
ucenog, ve¢ se povezuje s kvalitetnim argumenti-
ranjem o matemati¢kim sadrzajima, te vjezbanju
lijepog, toénog i preciznog izrazavanja kao i pra-
vilnog koristenja pravopisa i gramatike. U¢enik ko-
ji je ovo pisao se na nastavi matematike prvi puta
susreo s ovakvim pismenim obrazlaganjem. Kada
bi sli¢nih zadataka bilo viSe, njegova (i ne samo
njegova) sposobnost matemati¢ckog argumentira-
nja bi se zasigurno jos viSe izostrila.

Standardi i pismeno
izrazavanje

Razlozi zbog kojih bi se pismeno izraZzavanje
trebalo poticati u nastavi matematike, a koji su
spomenuti u prethodnom poglavlju, trebali bi biti
dovoljan razlog da se takvo izrazavanje spomene
u nacionalnim obrazovnim standardima iz mate-
matike. Doista, uvidom u austrijske matematic-
ke Standarde (2007), kao i ameri¢ke Standarde
(NCTM, 2000.), moZe se vidjeti da je tamo jasno
i nedvosmisleno istaknuta matematicka komuni-
kacija kao jedan od ciljeva nastave matematike.
Tako se u austrijskim Standardima navode Cetiri
glavna podrucja djelovanja (sposobnosti), od ko-
jih je jedna upravo Argumentacija i objasnjavanje.
Americki Standardi idu u jo$ dublje detalje, pa da-
ju objasnjenja za sve segmente matematicke ko-
munikacije:
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“Ucenici koji imaju priliku, poticaj i podrsku za go-
vor, pisanje, Citanje i slusanje u nastavi matematike
Zanju dvostruke blagodati: oni komuniciraju da bi
naudili matematiku, i oni u¢e kako matematicki ko-
municirati” (NCTM Standards 2000, str. 60).

“Pisanje u sklopu nastave matematike moze takoder
pomo¢i ucenicima ucvrstiti njihovo misljenje jer
zahtijeva da se osvrnu na svoj rad i razbistre svo-
je misli o idejama iz nastave. Kasnije, ucenicima bi
moglo biti od pomo¢i ponovno procitati zapis svo-
jih viastitih misli.” (NCTM Standards 2000, str. 61).

Na$§ HNOS-ov plan i program (Nastavni plan i
program za osnovnu $kolu, 2006.) spominje za-
dace nastave matematike, gdje se kaze da “uce-
nik treba nauciti matematicki se izraZavati pismeno
i usmeno”, te, izmedu ostalog, “razvijati preciznost
i konciznost u pismenom i usmenom izraZavanju’.
U njemu nazalost nema detaljno i sustavno ela-
boriranih matemati¢kih kompetencija (primjerice:
nema potrebnih sposobnosti, te preporuke do ko-
je teZine zadataka treba i¢i), ve¢ se samo navo-
de obrazovna postignu¢a po temama. Tu stoji i
cilj nastave:

“Cilj nastave matematike je stjecanje temeljnih ma-
temati¢kih znanja potrebnih za razumijevanje poja-
va i zakonitosti u prirodii drustvu, stiecanje osnovne
matematicke pismenosti i razvijanje sposobnosti i
umijeca rjesavanja matematickih problema.”

Jedini pojam koji bi mogao biti blizak pisme-
nom izrazavanju je ‘matemati¢ka pismenost” ko-
ja se spominje u gornjoj re¢enici. Pritom nigdje
nije prethodno definirano Sto se podrazumijeva
pod tim pojmom. Radi li se o pismenosti u smi-
slu poznavanja matemati¢kog jezika, ili pak o
matemati¢koj pismenosti (Glasnovi¢, 2007) u
smislu PISA-ine definicije iste? Kad ve¢ spo-
minjem PISA-u, u njezinom Frameworku jedna
od osam glavnih matemati¢kih kompetencija je
matematicka komunikacija, koja se definira kao
dvosmjerna sposobnost komuniciranja, tj. spo-
sobnost da se razumije druge, kao i sposobnost
vlastitog izri¢aja u usmenom, pismenom ili nekom
vizualnom obliku. Ta se kompetencija pojavljuje
u gotovo svakom PISA-inom zadatku, bilo da se

radi o razumijevanju zadatka, bilo da se trazi da
uCenik pismeno svojim rijecima obrazloZi ili argu-
mentira svoj odgovor, bilo da treba $to nacrtati.

Primjena pismenog izrazaja u
nastavi matematike

Postoji mnogo nacina kako poticati i primjenjiva-
ti pismeno izrazavanje u nastavi matematike. Ma-
ier (2000.) navodi zgodnu sistematizaciju na koji
nacin se u nastavi matematike moze primijeniti pi-
smeno izrazavanje:

* izvijestaj o rjeSavanju problema i izvjestaj o
istrazivanju;
* opis pojmova ili postupaka;

» oblikovanje definicija, hipoteza, argumenata
i dokaza;

rekonstrukcija onog $to su ucenici ¢uli, vidjeli
ili procitali.

U tekstu koji slijedi pruzit ¢e se detaljnije informa-
cije i konkretne ideje o spomenutim moguénosti-
ma za pismeno izrazavanje u nastavi matemati-
ke. Pritom je naglasak stavljen na prikaz stvarnih
primjera u¢enickih radova tj. “autenti¢nih teksto-
va 0 matematici” iz hrvatskih osnovnih i srednjih
Skola. Zahvaljujem kolegicama i kolegama s Dis-
kusijske liste nastavnika matematike (http://
groups.yahoo.com/group/nastava-
matematike) koji su se odazvali mom pozivu
i svojim ucenicima zadali odredene zadatke. Neki
od uceni¢kih pismenih odgovora sluze kao vrijed-
ni primjeri u ovom ¢lanku. Oni su autenti¢ni, sto-
ga ¢emo u njima naic¢i i na matematicke, logicke,
te gramaticke i pravopisne pogreske. No, ostavlje-
ni su Citatelju u izvornom obliku.

IzvjesStaj o rieSavanju proble-
ma i izvjestaj o istrazivanju
Izvjestaj o rjeSavanju problema se odnosi na pi-
smeno obrazlozenje kako su ucenici rijeSili ne-

ki problem. Uc¢enici sami svojim rije¢ima opisu-
ju pretpostavke, postavljaju problem te korake do
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rieSenja. Na taj nacin u€enici mogu bolje razumje-
ti znacenje pojedinog zadatka, objasniti dobre i
lose putove riesavanija te obrazloziti svoja opaza-
nja, a stavove i rje8enja detaljno prikazati.

Primjer 2: Izvjestaj o rjeSavanju problema

U&enicima za domacdu zada¢u moZzemo zadati
neki zadatak s natjecanja “Klokan” (ili slican) i tra-
ziti ne samo da ga rijese, ve¢ da pismeno opisu
kako su dosli do riesenja.

Pismeno izrazavanje moze biti narocito korisno
ukoliko ga ucenici koriste kroz izviesce o istrazi-
vanju. Primjerice, uéenik moze napisati izvjestaj o
istrazivanju koje je proveo u sklopu riesavanja ne-
kog zadatka pomocu softvera dinami¢ne geome-
trije, spomenuti §to je primijetio, kakve ekstreme
je moguce dobiti te pokuSati obrazloziti razloge
za to. Mladi “istraziva¢” pritom moze prirediti i pre-
zentaciju ili plakat o istrazivanju.

Primjer 3: Izvjestaj o istrazivanju

UcCenicima mozemo zadati da posjete interaktiv-
nu stranicu o elipsi http://public.carnet.
hr/~ssuljic/cjeline/elipsa/ i istraze
svojstva elipse, te da svojim rijeima opisu tijek i
zakljuCke istrazivanja, ili Sto ih se posebno dojmi-
lo u dinami¢nim apletima.

Opis pojmova i postupaka

Ucenici mogu u pismenom obliku opisati i mate-
maticke pojmove ili postupke. Na taj nacin mogu
povezati pojmove koji pripadaju istoj nastavnoj te-
mi. To ne znaci da ovdje trebaju strogo definirati
matematicke pojmove, ve¢ ih opisati kako je pri-
kazano, primjerice, u Primjeru 4 koji slijedi.

Primjer 4: Opis pojmova - visine

Zadatak: Kako biste u¢eniku nizih razreda obja-
snili §to su to visine trokuta?

Odgovor (Lucija, 13 godina, slika 2):

Visina je duljina nekog tijela ili lika od njegove naj-
nize do njegove najvise toc¢ke.
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Odgovor (Augustin, 13 godina, slika 3):

Ako je drvo ravno, tada od zemlje do njegova vrha
ima odredena visina i to je njegova visina, ali ako
drvo izraste potkoso tada njegovu visinu mozemo
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odrediti tako da od njegova vrha okomito na zemlju
spustimo crtu i ta crta predstavija visinu drveta. Isto
tako je kod trokuta.

Sto se tide opisivanja postupaka, od svih spome-
nutih tekstualnih mogucénosti, u nasoj nastavi se
ova vjerojatno najc¢esc¢e upotrebljava. Primjerice,
ucenici opisuju korake prilikom konstrukcije osno-
simetri¢nog lika u odnosu na zadani lik, ili u dru-
gim geometrijskim konstrukcijama.

Primjer 5: Opis postupka — konstrukcija kuta
Zadatak: Opi$i kako konstruirati kut od 75°.
Odgovor (Kristina, 13 godina, slika 4):

1) Jednadzba pravca kroz A i B
2) Pro&itam iz nje koef. smjera

3) lzracunam koef. smjera okomitog pravca po
=1

4) Povucem pravac kroz T s izracunatim koef.
smjera
Formuliranje definicija, hipote-
za, argumenata i dokaza
UcCenike bi trebalo poticati u formuliranju raznih

tvrdniji, jer na taj nacin ucenici opazaju, usporedu-
ju i otkrivaju matematic¢ke
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Najprije treba konstruirati kut od 60 stupnjeva pa
od 120 da bi dobili kut od 90. Izmedu 60° | 90° tre-
ba naci simetralu i to je kut od 75°.

Primjer 6: Opis postupka — jednadzba okomice iz
tocke na pravac

Zadatak: Napisi jednadZbu okomice spustene iz
toCke T' (-3, —4) na pravac 4B, A(-5, 2), B(4, -1).

Odgovor (Milica, 17 godina, slika 5):

dokaze. UcCenicCki tekstovi
se zatim u razrednoj disku-
siji mogu raspraviti. Na taj nacin ¢e se lak$e otklo-
niti pogreske i neto¢nosti, $to je vrlo vazan trenu-
tak u nastavi matematike.

Slika 4.

Primjer 7: Definicija — Nepravi razlomci

Uc&enicima Sestih razreda mozemo, primjerice, za-
dati da u sklopu heuristi¢kog razgovora ili uvodne
diskusije definiraju neprave razlomke, a da ih prije
toga nastavnik nije samostalno definirao.

Nastavak u sljiedec¢em broju.

|

_Tk’sr\w Nk Wk\lkc Mb

5. NAR ORI Slice iiere 2 Tole
LR SR
- seon%ha pmco weor k\%% T
) Q(OC\’(ovu \L] \J\? ok Q\M\CXC\

) \UOONOM \oe) sw\e)(a om/w/oq @rmm po \al_
) Qos\x:@;\,\ p(amc e T mwagom ey, Sigela

(\» \\

Slika 5.

broj 43 / godina 9. / 2008.



