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U ovom 9lanku bavit ćemo se periodi9nošću ne-
kih elementarnih realnih funkcija. Povremeno će-
mo pritom rabiti grafi9ko džepno ra9unalo koje će 
nam poslužiti za postavljanje odre:enih pretpo-
stavki, zapotvrdu nekih rezultata ili pak kao ilustra-
cija pojedinih primjera. Za preciznije crtanje grafo-
va realnih funkcija ovakvo džepno ra9unalo zbog 
niske rezolucije, baš i nije podobno pa se u tu svr-
hu možemo koristiti jednim od jednostavnih ra9u-
nalnih programa, ovdje će to biti GeoGebra.1 

Prije same definicije periodi9nosti funkcije, a na-
kon uvoda u kojem se mogu navesti primjeri s po-
9etka 9lanka, dobro je obraditi primjer neke jed-
nostavne periodi9ne funkcije. Tu baš i nemamo 
nekakav izbor jer se u prvim dvjema godinama 
srednje škole obra:uju funkcije koje nemaju svoj-
stvo periodi9nosti: linearni i kvadratni polinom te 
eksponencijalna i logaritamska funkcija. Jedini, ali 
zato vrlo upe9atljiv primjer jest jednostavna funk-
cija  f (x) = {x}, poznata pod nazivom decimalni 

Periodi9ne funkcije 

Branimir Dakić, Zagreb

Periodi9nost1 je pojava koju susrećemo na svakom koraku. Periodi9ne su mnoge prirodne pojave, 
primjerice izmjena dana i noći ili izmjena godišnjih doba, pojava plime i oseke itd. 

Elektrokardiogram (EKG) ili encefalograf (EKG) su grafi9ki zapisi funkcija srca, odnosno mozga, i 
već sam pogled na njih stvara intuitivan dojam o pojmu periodi9nost. 

1 gr9. periodos – obilaženje
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dio realnog broja x.

Opišimo je:

Svaki se realan broj x može prikazati u obliku x 

= ⎣x⎦+{x}, pri 9emu je ⎣x⎦ ∈ Z prvi od x manji 
(prvi lijevi) cijeli broj, a {x} ∈ [0,1〉 je decimalni dio 

broja x.

Za svaki cijeli broj n je {n}= 0. 

Za svaki x ∈ [n, n + 1〉, gdje je n cijeli broj vrijedi:

{x}= x − ⎣x⎦. 

Na slici je prikazan graf ove funkcije. Ukažimo 
na jednostavnu i zornu 9injenicu da translacijom 
ovog grafa duž osi x za bilo koji cijeli broj dobiva-
mo isti graf.

Na istoj zamisli mogli bismo i sami konstruirati 
sli9ne funkcije. U sljedećem primjeru to je i 
u9injeno.

Primjer 1.

Za paran cijeli broj n i za n = 0 definirajmo realnu 
funkciju  f  na sljedeći na9in: 

f (x) =  {  x − n, n ≤ x < n + 1
               − x + n + 2, n + 1 ≤ x < n + 2 

   

Na slici  prikazan je graf ove funkcije.

Što opažamo? Translacijom grafa duž osi x za bilo 
koji paran cijeli broj, dobit će se isti graf. 

Zadatak 1. Prikaži grafi9ki funkciju: 

f(x) =  {      x − 2n,       2n ≤ x < 2n+1
                − x + n + 2,   2n−1 ≤ x < 2n
    

Periodi9ne funkcije

Definicija

Realna funkcija  f  definirana na skupu  D f   je 
periodiĀna ako postoji realan broj P > 0 takav da 
za svaki x ∈  D f   vrijedi:

f (x + P) = f (x).                          (*)

Broj P zove se period funkcije  f. 

Najmanji pozitivan broj  P 0  za koji je ispunjen uvjet 
(*) jest osnovni ili temeljni period funkcije  f. 

Primijetimo da vrijedi sljedeći pou9ak:

Ako je P period funkcije  f,  onda je i nP period iste 
funkcije, pri 9emu je n bilo koji prirodan broj. 

Ovu o9iglednu tvrdnju dokazujemo matemati9kom 
indukcijom. 

Pravi primjeri periodi9nih funkcija u srednjoj ško-
li jesu trigonometrijske funkcije. Te su funkcije 
vrlo važne u raznim primjenama matematike pa 
izu9avanje njihovih svojstava treba biti glavni sa-
držaj njihove obrade. Nažalost, to naj9ešće nije 
tako, već se obrada trigonometrijskih funkcija sve-
de na puko ra9unanje. 

U nastavku ćemo se baviti periodi9nošću trigono-
metrijskih funkcija. Pritom ćemo obradu nekih pro-
blema, 9ije se rješenje može naći u svakom udž-
beniku trigonometrije, prepustiti 9itatelju.

Primjer 2.

Trigonometrijske funkcije  f (x)=sin x i  f (x)=cos x 

su periodi9ne s temeljnim periodom  P 0  = 2ヾ. 

Da su ove dvije funkcije periodi9ne, proizlazi 
iz same njihove definicije, odnosno iz svojstva 
smještanja realnih brojeva na jedini9nu kružnicu. 
Tu 9injenicu je svakako dobro istaknuti. No 
formalno je možemo provjeriti na sljedeći na9in.
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Prema definiciji periodi9nosti, mora biti ispunjen 
uvjet sin (x + P) = sin x. Ta jednakost mora 
vrijediti za svaki realan broj x, pa i za x = 0. Tako 
dobivamo jednostavnu jednadžbu sin P = 0 9ije 
je rješenje x = k · ヾ, k ∈ Z, k ≠ 0. 

Funkcija  f  je periodi9na i njezin temeljni period 
valja potražiti u skupu brojeva k · ヾ . Lako se ustvrdi 
da je  P 0  = 2ヾ. 

Period funkcije sinus je svaki broj oblika k · 2ヾ,

k ∈ Z, k ≠ 0. 

Na potpuno analogan na9in pokazuje se da je i 
funkcija cos x periodi9na s temeljnim periodom 
2ヾ. 

Ovaj primjer ujedno ilustrira kako se na9elno, 
na temelju definicije, provjerava periodi9nost i 
odre:uje temeljni period neke trigonometrijske 
funkcije.

Zadatak 2. Dokažite da su funkcije  f (x) = tg x i  
f (x) = ctg x periodi9ne i da je njihov temeljni pe-
riod  P 0  = ヾ. 

Zadatak 3. Dokažite da su funkcije  f (x) = sin nx 
i g(x) = cos nx, gdje je n racionalan broj i n ≠ 0 
periodi9ne i da je njihov temeljni period  P 0  =   

2ヾ
 

__ n  . 

***
Primijetimo ovdje kako vrijedi općenito: 

Ako je P period funkcije  f,  tada je period funkcije  
f (ax), gdje je a od nule razli9it racionalni broj, 

jednak    P 
__ a  .  Provjerimo ovu tvrdnju: 

f   ( a   ( x +   
P

 
__ a   )  )  = f (ax+P) = f (ax). 

Jedno od pitanja koje se prirodno nameće jest: 

Ako su  f  i g periodi9ne funkcije, jesu li periodi9ne 
funkcije  f ± g,  f · g  i  f / g?

Ako su funkcije  f  i g periodi9ne s istim temeljnim 
periodom P, tada je lako vidjeti da su njihov zbroj, 
razlika, umnožak i koli9nik periodi9ne funkcije s 
istim temeljnim periodom. 

Periodi9ne su stoga funkcije sin x + cos x, 

sin x · cos x,  sin 2  x,   
sin x

 
____ cos x  ,  sin 2  x · cos x itd. 

A što ako su  f  i g periodi9ne funkcije s razli9itim 
osnovnim periodom? Pogledajmo primjere:

Primjer 3.

Je li funkcija  f (x) = sin 3x + tg 2x periodi9na? 

Funkcija sin 3x je periodi9na s temeljnim peri-
odom   2ヾ __ 

3
  . Skup perioda te funkcije jest skup

..., − 2ヾ, −   
4ヾ

 
__ 
3
  , −   

2ヾ
 

__ 
3
  ,   

2ヾ
 

__ 
3
  ,   

4ヾ
 

__ 
3
  , 2ヾ,   

8ヾ
 

__ 
3
  ,   

10ヾ
 

___ 
3
  , 4ヾ, ....

Periodi funkcije tg 2x su svi brojevi oblika k ·   ヾ  
__ 
2
  , 

odnosno, to je skup brojeva: 

..., −2ヾ, −  
3ヾ

 
__ 
2
  , −ヾ, −  ヾ  

__ 
2
  ,   ヾ  

__ 
2
  , ヾ,   

3ヾ
 

__ 
2
  , 2ヾ,   

5ヾ
 

__ 
2
  , 6ヾ....

Jasno se može uo9iti kako su brojevi oblika k · 2ヾ, 

k ∈ Z, k ≠ 0 u presjeku ova dva skupa pa su onda 
i periodi funkcije  f. 

Zaista, to se pokazuje to9nim:

f (x + k · 2ヾ) = sin 3 (x + k · 2ヾ) + tg 2 (x + k · 2ヾ) 
= sin 3x + tg 2x = f (x).

Najmanji pozitivan me:u brojevima k · 2ヾ jest broj 
2ヾ i on je temeljni period funkcije  f.

Zgodno je pogledati na kraju i graf funkcije  f.  To 
ćemo, uz pomoć GeoGebre, odmah u9initi i samo 
potkrijepiti prethodni rezultat.
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Primjer 4.

Dokažimo da je funkcija  f (x) = sin   
3
 

__ 
4
   x − 2 cos   

2
 

__ 
3
   x 

periodi9na. Odredimo i njezin temeljni period.

Valja provjeriti postoji li realan broj P ≠ 0 takav da 
za svaki realan broj x vrijedi:

f (x) = sin   
3
 

__ 
4
   (x + P) − 2 cos   

2
 

__ 
3
  (x + P)

       = sin   
3
 

__ 
4
  x − 2 cos   

2
 

__ 
3
  x.

Kako ova jednakost mora vrijediti za svaki realan 
broj x, onda ona mora vrijediti i za x = 0 i za x = 

− P. Uvrštavanjem tih dviju vrijednosti dobivamo 
dvije jednadžbe koje 9ine sustav:

sin   
3
 

__ 
4
   P − 2 cos   

2
 

__ 
3
   P = − 2 

− sin   
3
 

__ 
4
   P − 2 cos   

2
 

__ 
3
  P = − 2.

Jedno rješenje tog sustava je cos   
2
 

__ 
3
   P = 1, 

odnosno P = k · 3ヾ.

O9ito  f  je periodi9na, a njezin temeljni period 
valja tražiti me:u brojevima k · 3ヾ, k ∈ Z, k ≠ 0. 
Postupnom provjerom nalazimo da je  P 0  = 24ヾ.

Graf funkcije  f  nacrtan pomoću GeoGebre zorno 
prikazuje ovu funkciju.

***
Nakon što smo riješili dva prethodna problema, 
intuitivno nam se nameće sljedeća pretpostavka:

Neka funkcije   f 1  i   f 2  imaju isto podru9je definicije 
i neka su  P 1 , odnosno  P 2  periodi jedne, odnosno 
druge funkcije. Nadalje, neka su brojevi  P 1  i  P 2  

sumjerljivi, tj. vrijedi   
 P 2 

 
__ 
 P 1 

   =   
m

 
__ n  , m, n ∈ N i D (m,n) 

= 1. 

Tada je funkcija  f (x) =  f 1  (x) +  f 2  (x) periodi9na s 
periodom P = n P 2  = m P 1 .

Tvrdnju je lako dokazati:

f (x) =  f 1  (x) +  f 2  (x) =  f 1  (x + m P 1 ) +  f 2  (x + n P 2 ) 

       =  f 1  (x + P) +  f 2  (x + P) = f (x + P).

U primjeru 3. je  P 1  =   
2ヾ

 
__ 
3
  ,  P 2  =   

2ヾ
 

__ 
3
  . Dalje je   

 P 2 
 

__ 
 P 1 

   =   
3
 

__ 
4
   

te je P = 4  P 2  = 3  P 1  = 2ヾ.

U primjeru 4. imamo:  P 1  =   
8ヾ

 
__ 
3
  ,  P 2  = 3ヾ te je   

 P 2 
 

__ 
 P 1 

   

=   
9
 

__ 
8
  . I kona9no, P = 8  P 2  = 9  P 1  = 24ヾ.

Pri rješavanju problema vezanih uz periodi9ne 
funkcije možemo se koristiti nekim njihovim 
jednostavnim svojstvima. To podiže u9inkovitost 
i racionalnost postupaka.

Primjerice, svojstvo  f (x + nP) = f (x), n ∈ Z, 

n ≠ 0 poru9uje da periodi9na funkcija svaku svoju 
vrijednost postiže u beskona9no mnogo to9aka.

Zaklju9ujemo onda da monotono rastuća 
ili monotono padajuća funkcija ne može biti 
periodi9na.

Primjerice, eksponencijalna funkcija  f (x) =  a x , jer 
je monotona na cijelom svojem podru9ju definicije, 
nije periodi9na funkcija.

Nadalje, podru9je definicije periodi9ne funkcije 
mora biti simetri9no s obzirom na nulu. Drugim 
rije9ima, ako je P ∈  D f  , gdje je P period, onda 
mora bitii − P ∈  D f  .

Ovo je obrazloženje zašto ne može biti periodi9na 
logaritamska funkcija ili funkcija  √

__
 x  .

U nekoliko narednih primjera primijenit ćemo 
odre:ene postupke koji u sebi implicitno sadrže 
definiciju periodi9ne funkcije.

Primjer 5.

Je li funkcija  f (x) =  x 2  + sin x periodi9na?

Kad na zaslonu grafi9kog džepnog ra9unala 
pogledamo graf funkcije  f,  9ini nam se kako ta 
funkcija nije periodi9na. No, je li to to9no? Na 
zaslonu je samo manji dio grafa te funkcije pa 
valja provesti strožu provjeru.
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Primijetimo da je f (0) = 0. Moralo bi biti i f (0 + 

nP) = f (nP) = 0, za n ∈ Z, n ≠ 0, a to lako vidimo 
da nije moguće. Naime, funkcija sinus je ome:e-
na, prima vrijednosti izme:u − 1 i 1, a vrijednosti 
kvadratne funkcije  x 2  su veće od 1 za sve |x| > 1.

Zbroj dvije funkcije od kojih jedna jest, a druga nije 
periodi9na funkcija općenito nije periodi9na funk-
cija. Ali niti zbroj dviju periodi9nih funkcija nije op-
ćenito periodi9na funkcija. 

Pogledajmo primjer:

Primjer 6.

Funkcija   f 1  (x) = {x} periodi9na je funkcija s te-
meljnim periodom 1. Funkcija   f 2  (x) = sin x peri-
odi9na je funkcija s temeljnim periodom 2ヾ. Je li 
funkcija  f(x) = {x} + sin x periodi9na? 

Poslužimo li se GeoGebrom, dobit ćemo graf 
funkcije  f  i uo9iti da ona nije periodi9na.

Ipak, provjerimo to: 

Pretpostavimo da  f  jest periodi9na i da je P nje-
zin period. Tada za svaki realni broj x vrijedi jed-
nakost:

{x + P} + sin (x + P) = {x} + sin x.

Za x = 0 je {P} + sin P=0, 

za x = − P je {− P} − sin P = 0. 

Zbrojimo dvije jednakosti i dobijemo {P} + {− P} 

= 0. No {x} ≥ 0, za svaki realni broj x pa slijedi da 
je {P} = {− P} = 0. Ovo je pak ispunjeno za sva-
ki cijeli broj P. 

S druge strane, ako je {P}=0 onda iz {P}+sin P

= 0 slijedi sin P = 0, a odatle P = k · ヾ. No taj je 
broj cijeli samo ako je k = 0. Tada je i P = 0. Za-
klju9ujemo da  f  nije periodi9na funkcija. 

Primjer 7.

Je li funkcija  f (x) = sin  √
___

 |x|   periodi9na? 

Podru9je definicije ove funkcije je skup realnih 
brojeva. Pogledajmo za trenutak na zaslonu gra-
fi9kog džepnog ra9unala graf dane funkcije. 

Čini se kako ona nije periodi9na. Kako to provje-ri-
ti? Promotrimo skup svih nulto9aka funkcije f, od-
nosno, skup svih rješenja jednadžbe

f (x) = sin  √
___

 |x|   = 0. 

Slijedi  √
___

 |x|   = n·ヾ, n∈Z, a 
zatim i |x| =  n 2   ヾ 2  te ko-
na9no x = ±  n 2   ヾ 2 , n= 0, 

1, 2, ... 

Razmak izme:u dvije su-
sjedne nulto9ke jednak je  
(n + 1) 2   ヾ 2  −  n 2   ヾ  2  = (2n 

+ 1)  ヾ  2 . Taj razmak raste 
od nulto9ke do nulto9ke što zna9i da funkcija ni-
je periodi9na.

Primjer 8.

Je li periodi9na funkcija  f (x) = sin |x|? 

Uzmimo da je  f  periodi9na i neka je P njezin pe-
riod.
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Zbog  f  (   ヾ  
__ 
2
   )  = 1 vrijedi  f   (   ヾ  

__ 
2
   + P )  = 1. Odatle slijedi 

P = k · 2ヾ, k ∈ Z. 

No trebalo bi biti i  f   ( −   ヾ  
__ 
2
   + P )  = f    ( −  ヾ  

__ 
2
   )   = 1, ali 

nije. Vrijedi naime:

f   ( −   ヾ  
__ 
2
   + k · 2ヾ )  = sin  | k · 2ヾ −   ヾ  

__ 
2
   |  

                         = sin   ( k · 2ヾ −   ヾ  
__ 
2
   )  = − 1. 

Funkcija  f (x) = sin |x| nije periodi9na.

Primjer 9. 

Je li funkcija  f (x) = sin x + cos 2x periodi9na? 

Odmah se uo9ava da je 2ヾ period ove funkcije. 

Pokažimo da je to ujedno i najmanji pozitivan 
period. Kad bi postojao manji, recimo P, bilo bi: 

 f   ( −   
P

 
__ 
2
   )  = f   ( −   ヾ  

__ 
2
   + P )  = f   (   P 

__ 
2
   ) . 

Naime sin   ( −   
P

 
__ 
2
   )  i sin   (   P 

__ 
2
   )  suprotni su brojevi, a 

cos   ( −   
P

 
__ 
2
   )  = cos   (   P 

__ 
2
   )  pa je 

sin   ( −   
P

 
__ 
2
   )  +  cos 2   ( −   

P
 

__ 
2 

   )  ≠ sin   (   P 
__ 
2
   ) +  cos 2   (    P 

__ 
2
   ) .

Zadatak 4. Je li periodi9na funkcija

f (x) =  sin 2  x + cos x?

Zadatak 5. Provjerite periodi9nost funkcije

 f (x) =  √
______

 |sin 2x|  .

Primjer 10.

Je li periodi9na funkcija  f (x) = sin  √
__

 x  ? 

Pretpostavimo da je  f  periodi9na i da je P njezin 
period. Tada za svaki broj x iz podru9ja definicije 
funkcije f  vrijedi: 

sin  √
_____

 x + P   = sin  √
__

 x  .

Za x = 0 imamo sin  √
__

 P   = 0 i odatle  √
__

 P   = k · 2ヾ. 

Za x = P imamo sin  √
___

 2P   = 0 i odatle 

 √
___

 2P   = n · 2ヾ. 

Pritom su k i n prirodni brojevi. Podijelimo li te 
dvije jednakosti, dobit ćemo  √

__
 2   =   

n
 

__ 
k
   što je, kao 

što znamo, neto9no. Time je pogrešna i polazna 
pretpostavka da je  f  periodi9na funkcija. 

Graf funkcije  f  vidimo na zaslonu grafi9kog dže-
pnog ra9unala.

***
Sljedeća 9injenica je tako:er jednostavna ali vrlo 
vrijedna: Ako su  f  i g periodi9ne funkcije s istim 
periodom P, tada su i zbroj, razlika, umnožak i 
koli9nik periodi9ne funkcije s istim periodom. 

To bi zna9ilo: 

Funkcije  f (x) = sin x i  f (x) = cos x su periodi9ne 
pa su periodi9ne i sljedeće funkcije sin x + cos x, 

sin x · cos x,  sin 2 x, ... Pri rješavanju zadataka u 
kojima treba provesti provjere periodi9nosti nekih 
trigonometrijskih funkcija možemo, primijenjujući 
trigonometrijske identitete, zadane funkcije 
transformirati na jednostavniji oblik iz kojega je 
lakše izvesti zaklju9ak. Evo dva primjera:

Primjer 11.

Dokažimo da je funkcija  f (x) =  cos 2 x periodi9na. 

Jednostavno je pokazati da je ヾ period funkcije f. 
Vrijedi:  cos 2 (x + ヾ) =  (− cos x) 2  =   cos 2x. A kako 
je   cos 2 0 =   cos 2 ヾ = 1 i   cos 2 x < 1 za svaki x ∈ 
〈0, ヾ〉, slijedi da je ヾ najmanji period funkcije  f.

No mogli smo zapisati  f (x) = cos 2x =   
1 + cos 2x

 
________ 

2
   

i odmah vidjeti da je  f  periodi9na s temeljnim 
periodom ヾ. 
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***
Sli9no imamo i u sljedećem primjeru: 

Primjer 12.

Provjeri da je funkcija  f (x) =  cos 4  x periodi9na. 
Odredi joj temeljni period. 

Primijenom osnovnih trigonometrijskih identiteta 
imamo: 

f (x) =  cos 4 x =    (   1 + cos 2x
 

________ 
2
   )  2  

       =   
1
 

__ 
4
   (1 + 2 cos 2x +  cos 2  2x)

       =   1 
__ 
4
    ( 1 + 2 cos 2x +   

1 + cos 4x
 

________ 
2
   ) 

       =   
3
 

__ 
8
   +   

1
 

__ 
2
   cos 2x +   

1
 

__ 
8
   cos 4x.

O9ito,  f  je periodi9na, a njezin je najmanji peri-
od  P 0  =   ヾ  

__ 
2
  . 

***
I na kraju recimo nešto općenito o periodi9nosti 
složenih funkcija. Vrijedi naime sljedeći pou9ak: 

Ako je  f  perodi9na funkcija, a g bilo koja funkcija 
definirana na skupu vrijednosti funkcije  f,  tada je 
i funkcija g ° f  periodi9na. 

Provjerimo: 

Neka je  f  periodi9na s periodom P, a g neka je 
funkcija definirana na skupu vrijednosti funkcije  f.  
Tada vrijedi 

g ° f (x + P) = g ( f (x + P)) = g ( f (x)), 

pa vidimo da je iskazana tvrdnja to9na. 

Ovaj pou9ak daje odgovor na mnoga pitanja. 

Zadaci
Za svaku od navedenih funkcija provjeri njezinu 
periodi9nost. Uz pojedinu funkciju dan je i njezin 
graf, onako kako ga se može vidjeti na grafi9kom 

džepnom ra9unalu. Te će sli9ice možda pomoći 
pri iznalaženju rješenja.

1. f (x) = sin 2x + cos 3x.

2. f (x) = cos ( x 2 ).

3 f (x) = sin ( x 2 ).

4. f (x) =  √
______

 |sin 2x|  .

5. f (x) =  sin 3  x.

6. f (x) = cos  x 2  · cos (x √
__

 2  ).


