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2. dio: Promjene u nastav
matematike

Uvod

U proslom broju govorilo se o posebnim mogu¢-
nostima koje racunalo donosi u nastavu matema-
tike. No, uz potencijale poput moguénosti razli€itih
oblika prikazivanja, eksperimentalnog rada, ele-
mentariziranja i modulariteta, spomenut je jos je-
dan aspekt: odtere¢enje operativnog (racunskog)
dijela nastave s ucenika na racunalo. Upravo ¢e
o tom odtere¢enju biti rijec¢i u ovom clanku. Ide-
ja o prebacivanju operativnih radnji s u¢enika na
racunalo je razli¢ito prihvaéena — dok je jedni (na-
stavnici i metodicari) hvale, drugi su vrlo skepti¢ni.
Zato je potrebno istraZiti kakve nam to promjene
donosi racunalo u nastavu matematike i do kojih
zaklju¢aka su dosli europski metodi¢ari istraziva-
njem ove teme.

Uporaba racunala u nastavi pretpostavlja da po-
stoje materijalni, tehni¢ki i organizacijski uvjeti za
primjenu racunala u nastavi, te da za njihovo kori-

Stenje postoji metodicki dobro osmisljen plan i pro-
misliena teorijska pozadina. U ovom tekstu ¢e biti
rijeCi upravo o nekim metodiCkim pitanjima veza-
nim uz uporabu racunala u nastavi matematike.

Primjene u nastav

Racunalo moze na sebe preuzeti velik dio opera-
tivnog dijela u nastavi, a oslobodeni prostor uce-
nici mogu iskoristiti za bolje razumijevanje osnov-
nih ideja u matematici (osnovno znanje), kao i za
diskusije, te kreativno matematicko razmisljanje
(refleksno znanje). lako se o tom odterecenju vec
dugo govori i dio je Skolske prakse kod nekih ko-
lega, ono jo$ uvijek ipak zvuci vrlo kontroverzno:
nastavnici su podijeljeni u misljenju treba li na ovaj
nacin mijenjati nastavu matematike, a iskustva iz
razreda pokazuju (Schneider, 1999.) da ¢ak i oni
ucitelji koji koriste rac¢unalo u nastavi matematike,
koriste ga na “tradicionalan” nacin, tj. kao poma-
galo kod kojeg se nastava nije bitno izmijenila. No,
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zapitajmo se kako bi izgledala nastava matemati-
ke kada bi bila orijentirana na fundamentalne ide-
je, na refleksiju i interdisciplinarnost, a ne na algo-
ritme i operiranja (Fischer, str. 5).

Slutimo da bi takva nastava matematike bila razli-
Cita od danasnje. Vecina promjena proizlazi iz ¢i-
njenice da se racunalima mogu efikasno provesti
brojni rac¢uni, operacije, postupci i algoritmi koje
ucenici na “tradicionalnoj nastavi” redovito racu-
naju na papiru. Promjene u nastavi matematike
mozemo promatrati obzirom na njene ciljeve, sa-
drzaj, metode te obzirom na socijalne skupine u
nastavi (Peschek, 1997.; Schneider, 1999.).

Cilieve nastave matematike u Hrvatskoj mozemo
pronaci u Nastavnom planu i programu (koji se
nalazi i na web stranicama MZ0OS-a). Prebaciva-
nje mnogih algoritamskih i numeri¢kih operacija
s uc¢enika na ra¢unalo za sobom povladi i promje-
nu u definiranju nekih ciljeva nastave matematike.
Bolje re¢i, naglasak se stavlja na ciljeve koji su do-
sad mozda i bili spominjani, ali definitivno nisu bi-
li u prvom planu.

Ciljevi koji dolaze u prvi plan uporabom racunala
u nastavi su (Schneider, 1999.):

e “orijentacija na aplikacije, modeliranje,
autenti¢nost i riesavanje problema;

* naglasak na aspekte prezentacije i inter-
pretacije unutar matematike;

e koncentracija na odgovarajucu izgradnju
koncepata;

e diskusija 0 mogucnostima i granicama
matematickih postupaka;

e orijentacija na fundamentalne matematicke
ideje;

e interdisciplinarnost;

* ucenje o povijesnim i socio-psiholoskim
aspektima;

 razliciti socijalni ciljevi nastave matematike.”

Nastavnici koji su skepti¢ni prema ideji da racu-
nalo ude u nastavu matematike i preuzme na se-
be racunanja su iskazali bojazni da ¢e tako nestati

dosadas$nje razvijanje kvaliteta poput ustrajnosti,
strpljivosti, to¢nosti, koncentracije, itd. No, pre-
ma Schneider (1999.) doznajemo da danas mno-
gi metodicari (koji pozdravljaju ideju da se uceni-
ci oslobode nekreativnih rutinskih radnji) smatraju
da odlike poput ustrajnosti, strpljivosti, toc¢nosti i
koncentracije nece nestati, ve¢ ¢e biti pomaknute
na jedan drugi nivo.

Uvodenjem racunala uvodi se i moguénost uvo-
denja novih sadrzaja u nastavu matematike, kao
i preispitivanje postojec¢ih nastavnih planova. Mo-
guénosti eksperimentiranja i povezivanja raznih
vrsta prikaza (algebarskog, tabli¢nog, grafickog)
otvaraju vrata novim matemati¢kim sadrzajima,
koji dosad nisu bili vizualno mogudéi u tradicio-
nalnoj nastavi. Dinamika iz programa dinamic¢ne
geometrije i interaktivnih alata omogucuje nagla-
Savanje novih sadrzaja i proSiruje vidike iz starih.
Takoder, prebacivanje algoritamskih i numeri¢kih
operacija s u¢enika na raéunalo za sobom povladi
i promjene u sadrzajima nastave matematike.

“Promjene sadrzZaja mogu takoder biti posljedica
novih pristupa i novih naglasaka unutar tradicional-
nih sadrzZaja, pristupa i naglasaka koji dosad nisu
koristili u nastavi zbog velikih napora potrebnih za
rucéne izracune ili zbog teskoc¢a u racunanjima: re-
Kurzija je primjer za to, kao i diskretizacija i elemen-
tarizacija.” (Schneider, 1999.)

O elementarizaciji je bilo rijeci u prvom dijelu ¢lan-
ka: Zbog ograni¢enja u moguénostima rjeSava-
nja slozenih racuna i postupaka pronalazile su se
nove metode u svrhu laksih rjeSavanja zadataka.
Mogu¢nosti danasnjih radunala daju nam opet
Sansu da se vratimo prvobitnim (“elementarnim,
primitivnim”, Schneider 1999.) metodama koje su
se prije Cinile prekompliciranima, a danasnja ih ra-
¢unala bez problema mogu svladati. Taj se postu-
pak naziva elementariziranje.

Uvodenje racunala u nastavu matematike uceni-
cima omogucuje i sasvim novi pogled na rekur-
ziju. Uostalom, vedina gimnazijalaca se s rekur-
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zijom prije susretne upravo na satu informatike i
programiranja. Tako se, primjerice, eksponencijal-
na funkcija f{(n) = a" sasvim drukcije doZivljava na
satu matematike kroz jednadzbu i graf, a drukdije
kroz programiranje, gdje se definira kao rekurzija
fn)=a - f(n— 1), odakle upada u oc¢i da konstan-
ta odreduje prirast. Zgodan primjer o eksponenci-
jalnoj funkciji kao rekurziji napravljen u GeoGebri
nalazi se iza ovog ¢lanka u primjeru kolege Sime
Suljiéa.

Mozemo se pitati koje to jo§ sadrzaje treba mi-
jenjati ili proSirivati u nastavi matematike, a koje
ipak ostaviti. Cak i ako koristimo radunalo u nasta-
vi, moze li opstati nastava matematike s racunal-
nom potporom, ali s danasnjim sadrzajima? Dru-
gim rijec¢ima, je li domet koristiti racunalo u nastavi
matematike samo kao sredstvo za rjeSavanje za-
htjevnijih zadataka i konstrukcija? Za ovo pitanje
potrebna su metodiCka istrazivanja, diskusije i
promisljanja.

Upravo iznesena pitanja mozemo prenijeti i na
metode u nastavi matematike: Moze li opstati na-
stava matematike s racunalnom potporom, ali s
danasnjim metodama? | na koji to nacin uporaba
racunala na satu matematike moze mijenjati me-
tode rada?

U proslom broju dosta je prostora bilo posveéeno
eksperimentiranju kao posebnom potencijalu koje
nudi racunalo u nastavi matematike. Upravo mo-
gucnost eksperimentiranja Sirom otvara vrata ek-
sperimentalnim i heuristi¢kim metodama. Ucenici
mogu eksperimentalno istrazivati razna svojstva
iz matemati¢kog gradiva i donositi zakljucke, a ra-
zni oblici prikazivanja (tabli¢ni, graficki, simboli¢-
ki) te dinamika i interaktivnost ¢e im pomoci u do-
nosenju pravih zakljucaka.

“Stoga je kljucna tocka to Sto uc¢enici mogu ponav-
ljati svoja istraZivanja uvijek iznova s gotovo besko-
nac¢no mnogo primjera kako bi provjerili svoje hi-
poteze sve dok vise ne stavljaju u pitanje to¢nost
svojih pretpostavki, a zatim ih verificiraju kao mate-
maticke Cinjenice.” (Schneider, 1999.)

Prof. Schneider takoder primjec¢uje da je u ekspe-

rimentalnoj nastavi potpomognutoj racunalom
klju&no pitanje “Sto ako?” na koje ugenici odgova-
raju sami pomocu eksperimenta i mijenjanjem Ze-
lienih parametara. Klju¢no pitanje iz tradicionalne
nastave matematike je ‘Zasto?’ i odgovor na njega
ucenicima vise nije toliko nedostiZzan jer na njega
mogu dobiti odgovor uz mogucénosti racunala.

No, uz eksperimente uvijek treba biti i oprezan jer
samostalan rad ucenika treba nadgledati i vodi-
ti zbog moguénosti dono$enja krivih zaklju€aka,
kao i stavljanja naglaska na manje bitne stvari. To
nas vodi do vrlo vazne i delikatne uloge nastav-
nika u nastavi potpomognutoj racunalom, kao i
vaznosti dobro osmislienog ra¢unalnog materijala
(programa, apleta) za uc¢enike. Uza sve to, u pros-
lom je broju bilo istaknuto kako je vazno ucenici-
ma skrenuti  paznju da eksperimentom dobiveni
zakljucci ipak nemaju snagu pravog matematic-
kog dokaza.

Uporaba radunala na satu matematike mijenja i
dosadasnju nastavu matematike koja je ve¢inom
orijentirana na frontalni rad. Rad s racunalom ce-
sto se organizira u skupinama ili u paru (izmedu
ostalog, i zbog smijestaja racunala u ucionici, te
zbog veceg broja ucenika obzirom na broj racu-
nala), ali se organizira i individualno, pogotovo
ako je rije¢ o radu s kalkulatorima.

lako je racunalo ve¢ uslo u matematicke ucionice
u Hrvatskoj (pa makar zasad i u obliku Power Point
prezentacija), mozemo se zapitati ho¢e li njego-
va uporaba na nastavi uzeti maha do te mjere da
se zaista masovno crpe njegove prave moguéno-
sti poput raznih vrsta prikaza, dinamike ili eksperi-
mentalnog rada (opisanih u proslom broju), te ra-
sterec¢enja nastave od rutinskog racunanja. lli ¢e
samo nekolicina nastavnika koristiti radunalo na
satu, a ostali ¢e ostati (najvise) na Power Point pre-
zentacijama? Ovo pitanje ostaje otvoreno jer su
promjene koje donose moguénosti racunala toli-
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ko velike da izlaze iz okvira odlu¢ivanja nastavnika
za kojim ¢e sredstvom posegnuti. Nastavnik, do-
dus8e, prilikom pripreme za sat moze odluciti koju
¢e metodu ili socijalnu skupinu odabrati u realiza-
ciji, ali ambiciozne promjene u ciljevima i sadrZa-
ju trebaju se realizirati na viSoj razini i o njima ne
odlucéuje samo nastavnik. Uz to, javljaju se proble-
mi poput potrebe opseznih priprema za ovakav
rad, loSih materijalnih i organizacijskih uvjeta u na-
Sim Skolama, slabe metodic¢ke podrske nastavni-
cima za podrucje primjene rac¢unala u nastavi, ali
i strahova kod nastavnika (strah od velike promje-
ne, strah od rada koji ne ostavlja vidljivog traga u
biljeznici i sl.). Velike i ambiciozne promjene Cesto
je vrlo tesko provesti u djelo.

No, sve navedeno nas ipak ne sprijeCava da ne
diskutiramo i ne govorimo o posebnim moguéno-
stima koje ima racunalo u nastavi matematike, te
o promjenama koje se trebaju dogoditi ukoliko ze-
limo iskoristiti potencijale ra¢unala u nastavi.

Potencijali koje donosi racunalo u nastavu ma-
tematike, kao i ideja rastere¢enja ucenika od ru-
tinskog operiranja, nuzno dovode do promjena u
cilievima, metodama, sadrzaju i socijalnoj organi-
zaciji nastave matematike. Uz sistematizaciju pro-
mjena u nastavi, u ovom tekstu su navedeni i vaz-
niji problemi vezani uz promjene, te je postavljen
niz otvorenih pitanja. Trazenje odgovora na njih bi,
vjerujem, moglo pomocdi pobolj$anju nastave ma-

tematike u Hrvatskoj, te izgradniji vlastitih stavova i
konkretnih koraka za kvalitetnu primjenu racunala
u nastavi matematike. Potencijala medu nasim na-
stavnicima za suradnju i realizaciju sigurno ima.

U ovom &lanku, kao i onom iz proglog broja MiS-a,
opisani su potencijali i promjene kod uvodenja ra-
¢unala u nastavu matematike. No, da ne bi sve
ostalo na pukom teoretiziranju, pobrinuo se kole-
ga Sime Suljié, koji je neke ideje iz ovog teksta
pretocio u konkretne primjere u GeoGebri. U tek-
stu koji neposredno slijedi na stranicama 85-87
prikazao je nekoliko primjera upotrebe radunala u
nastavi matematike koji se naslanjaju na ovaj tekst
i time jos$ viSe obogatio ovaj ¢lanak. Njegove pri-
mijere toplo preporuc¢am Citateljima.
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Razli¢iti oblici prikazivanja

Jednostavan zadatak analiticke geometrije
Zadatak. Odredite realne brojeve a, b tako da2 x> +ay*+ b x — 5 y + 3 =0 bude jednadzba kruznice
koja prolazi to¢kom (2, 3).

Klasi¢an pristup

Ovaj se zadatak, u klasicnom nacinu rjeSavanija, svodi na poznavanje Cinjenica:

1. da koeficijenti uz kvadratne ¢lanove u jednadZbi krivulje drugog reda moraju biti jednaki, to jest da je
a=2.

2. da koordinate to¢ke moraju zadovoljavati jednadzbu krivulje.

U tehni¢kom smislu valja u zadanu jednadzbu uvrstitia = 2, x = 2 i y = 3. Jednadzba se svodi na linearnu

jednadzbu s jednom nepoznanicom. Postupak rieSavanja nije uopce sloZen ali moze postati rutina od ko-

je se ne vidi bit i smisao zadatka.

Uz pomo¢ racunala

Za rjeSenje ovog zadatka u GeoGebri potrebno je u polje za unos upisati koeficijente kao parametre, jed-
nadZbu krivulje u opéem obliku i tocku:

3. a=1 (ili bilo koja druga proizvoljna =y e —— e
vrijednost); y Neza\_ﬂsm D_bjem' |

i Ted 3 l |

4 b=1, o a=1
. i ®

5 k2x+a)yP+bx—5y+3=0; ol - 2

6 T=(2,3) 1 Zavisni ohjek il

: > ) g K2y ROy =3
Slika koja se dobije iznenadit ¢e jer je od- . o . . |
mah jasno da za ove vrijednosti parameta- [l =2 0 = w8 |

ra uopce nije rije€ o kruznicil
Promjenom parametara a i b u€enik eksperimentalno moze doc¢i do zaklju€ka koji od parametara utjece na
to da krivulja postane kruznica, a koji utjece na polozaj i veli¢inu krivulje. Naposljetku, ta ¢e kruznica i proci
to¢kom T. Medutim, ovdje se postavlja pitanje moZemo li se potpuno osloniti na grafic¢ki prikaz. Nije i rije¢
mozda o to¢ki koja samo prividno pripada kruznici. GeoGebra ima jednostavnu naredbu za provjeru. Po-
trebno je u polje za unos upisati Veza[T, k].

\_+ Nezavisni abjekti

2 T=2 7 4 |

S a=2

| = =T
2

| Zawisni ohjekti .
d 2+ T -5y=3

I@ VezalT, K] Y w0 W _Naredba W

lako moze izgledati da sada olako rijeSeni zadatak nema smisla viSe rjeSavati, uvrstavanje poznatih para-
metara u jednadZbu je mozda ¢ak jos intrigantnije.
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Eksponencijalna funkcija kroz rekurziju
Eksponencijalna funkcija f(n) = a" kao rekurzija f(n) = a - f(n — 1).

U najnovijoj inacici programa GeoGebra, koja ima i prozor s proracunskom tablicom nalik onoj u Excelu spo-
menuti primjer eksponencijalne funkcije moze se jednostavno i vrlo efektno izraditi. Pogledajte sliku.

% GeoGebra |;||E|E|
Datoteka Uredivanje Pogled Postavke Alatl Prozor Pomod
] [~ [l e]2) [e]n]=][+]E
2 Nezavisni objeki 6] @ AlB =
Z;vﬁa:izob'ekti ‘ a=12 = ! X B
- . L1={(-15,IJ.031 14] 2 | 2 4] aneas
ligg 13 3 2 3| e
12 4 2 -2 025
i) 5 | 2 4 s
0] 5 2 o .
o) T 2 1 2
: 8 7l 2 [
‘ ol » 3| 2 3 s
i 0| 2 4 1
‘ : 1] 2 s a
1 | 2| e Y]
\ * ® HEEETE
= 14| 2/ 8 758
3 1w 2 9 512
1 16 2 10 "4
ey g 17 | 2 1] 2ees
IRESGEE DR B 2| 12] w08
&3 3| B | —
® | unos [ J‘ viit( v\;LNaredba vi

Opis koraka konstrukcije

1. Zadajte kliza¢ a = 2 alatom iz predzadnje skupine alata.

1|2_

2. UpiSite u ¢eliju A1 parametar a. Bit ¢e prikazana vrijednost parametra a. Dok je ¢elija oznacena, raz-

vucite istaknuti ugao ¢elije na cijeli stupac.

3. U stupac B treba unijeti vrijednosti varijable kao aritmeticki niz. U prvi stupac upisite 5, u drugi —4, a

zatim oznacite obje Celije i razvucite preko cijelog stupca.

4. U stupac C treba unijeti vrijednosti funkcije za argumente u stupcu B. Celiju C1 definirajte kao poten-

ciju poCevsi sa znakom jednakosti: =41"B1.

5. Sada ¢eliju C2 zadaijte rekurzivno =42*C1 i “razvucite” preko cijelog stupca
pa ¢ete dobiti redom A3*C2, 44*C3, ...

6. Najprije oznacite stupce B i C, a zatim desnim klikom na njih otvorite sko¢ni
izbornik. Odaberite naredbu Izradi listu toCaka.

Dobivena tablica i lista to¢aka dinamic¢ne su, odnosno prate pomak klizac¢a, pa je
moguce proucavati i funkcije drukcije baze. Takoder, mozete mijenjati i vrijednosti
nezavisnih Celija i sve zavisne pratit ¢e te promjene prema zadanim relacijama.

B C D

-5| 0.03125

-4l nnR25
[ Kopiraj

[ zalijepi
o lzredi
// Brisanje objekta

| -:! Svojstva...
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Zadatak. [Drzavno natjecanje 2007. godine, Il. razred B kategorija]

Dan je skup parabola y = (k — 2)x* — 2kx + k + 2, pri ¢emu je k # 2 realan broj.
a) Dokazite da tiemena svih tih parabola leze na istom pravcu i odredite njegovu jednadzbu.
b) Imaju li sve te parabole zajednic¢ku tocku?

Odredivanje tiemena parabole svodi se na poznavanije ¢injenice da je apscisa tiemena broj x, = —%, anje-
_ h2
na ordinata y, = 4aza b . U ovom slucaju ¢e koordinate tiemena naravno ovisiti 0 parametru k:

k4
Y= %= W= 2%

Promjenom vrijednosti parametra dobije se skup tiemena. Eliminacijom parametra k£ moze se vrijednost or-
dinate prikazati u zavisnosti od apscise. Ta funkcijska ovisnost bit ¢e linearna, odnosno dobit ¢emo jed-
nadZbu pravca. Rekli bismo prilicno jednostavno, zar ne? Medutim tomu zapravo nije tako i bez dubokog
razmisljanja sve se lako moZze pretvoriti u neki automatizirani postupak bez trunka matematicke liepote.

Upotrijebimo li raunalo, tvrdnju ovog zadatka moguce je predociti do razine opipljivosti na vr- | s |
lo jednostavan i brz nacin kroz tri naredbe. U polje za unos zadamo tri naredbe: ., \ !
1 k=1 | [

2. f(x) = (k - 2)x?2 - 2kx + k + 2
3. T = Ekstrem[f] 1
Sada je potrebno samo ukljuditi ostavljanje traga za to¢ku T'i mijenjati parametar k. Trag koji ¢e o
ostaviti tieme parabole je pravac cija se jednadzba moze prepoznati. Naravno, tu preostaje za- o0
datak izvesti do kraja, odnosno matemati¢kim postupkom dokazati tvrdnju.

\
\

r
w

RjeSenje drugog dijela ovog zadatka vidljivo je ¢im se ukljuci ostavljanje traga parabole. Zajed-
nicka tocka (1, 0) odmah ¢e biti uodljiva. S GeoGebrom to je moguce izvesti i na drukciji nacin.
Za to upotrijebimo naredbu: Niz[izraz, varijabla, od, do, korak]. U konkretnom slu¢aju
izraz je jednadzba parabole, a varijabla &:

Niz[(k - 2) x* - 2 k x + k + 2, k, -10, 10, 1].

Tako ¢ete dobiti listu parabola naziva list1. Elemente liste program ne osje¢a kao geometrijske ili algebarske
objekte. Zelite li da ih u tom smislu prepozna, potrebno je izdvoijiti ih naredbom Element. Isprobajte:

1. A = Ekstrem[Element[listl,1]]

B = Ekstrem[Element[listl,5]]

C = Ekstrem[Element[listl,10]],

Pravac[A, B]

VezalC, a]
Sjeciste[Element[listl,5],Element[listl,10]], ovdje brojevi5i
10 znace dva proizvoljna elementa liste, odnosno dvije parabole. MozZete ispro-
bati i neke druge.

S A

Ovo isprobavanje u GeoGebri moze biti toliko zanimljivo da zaboravimo na matematiku,
a drugi dio ovog zadatka ipak bi trebalo rijesiti matematicki. Dakle, za neki k, # k, treba-
lo bi rijesSiti sustav:

y=(k —2)x*-2kx +k +2,
v = (k= 2)x*2kx + k, + 2.

Eliminacijom nepoznanice y dolazimo do jednadzbe Cije je jedino riesenje x = 1. Uvrstenjem u jednu od jed-
nadzbi dobivamo y = 0, odnosno toc¢ku (1, 0).

Sime Suljié, Pazin
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