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Uvod

Gradivo matematike petog razreda osnovne $kole
najvec¢im dijelom odnosi se na ponavljanje gradi-
va aritmetike i geometrije iz prva Cetiri razreda, uz
nadopunu novim pojmovima i postupcima. Uce-
nici u peti razred dolaze iz razredne nastave sa
solidnim znanjem racunskih operacija, ali se kod
svake generacije petih razreda uvijek primijeti isti
fenomen: pogreske koje se odnose na rezultat di-
jelienja nulom. Stoga je vazno sustavno se poza-
baviti ovim problemom, kako u metodi¢koj i ma-
tematickoj izobrazbi studenata uciteljskih studija,
tako i u sklopu stru¢nog usavr§avanja uditelja.

Svaka metodi¢ka interpretacija matemati¢kog
gradiva u nastavi zahtijeva ispunjenje matema-
tickih i psiholoskih zahtjeva. Ispunjenje matemati
¢kih zahtjeva odnosi se na znanstveno ispravno
tumacenje matemati¢kog gradiva. Problem nasta-
je kada se ucenike nauci netocnim ¢injenicama,
poput “5 : 0 = 0" ili “Ako neki broj dijeli§ s nulom,
to je nula” i sl. UCenicima, a i mnogim uditeljima/
uciteljicama &ini se da su ovi odgovori sami po se-
bi jasni, pa stoga i tocni, no to ipak nije tako. Ovim

Problem dijeljenja nulom

Dubravka Glasnovi¢ Gracin, Zagreb

neto¢nim tvrdnjama naru$ava se ispunjenje ma-
tematickih zahtjeva u nastavi, a zbog ¢injenice da
se matemati¢ko gradivo uvijek nadovezuje na ono
prije nauceno, Steta pocinjena uc¢enjem netocnih
tvrdnji u ranom ucenju tim je veca.

U ovom c¢lanku govori se o razlozima zasto ka-
zemo da se nulom ne dijeli te o primjerima kako
izbje¢i neto€nosti na satima pocetne nastave ma-
tematike prilikom obrade i viezbanja ove teme.

O broju nula

Potreba za nulom stara je vjerojatno koliko i ra-
¢unanje samo. No, zbog svoje specificnosti da
oznaCava apstraktnu veli¢inu opisanu kao “nista,
nikoliko”, u mnogim starim civilizacijama ona nije
imala svoj simbol, a neke civilizacije je nisu ni po-
znavale.

Staroindijski brojevni sustav (3. — 12. st.) poznavao
je nulu u sva tri svoja oblika: kao oznaku za kolici-
nu, kao operand i kao oznaku za prazno mjesto u
zapisu broja (Guedj, 1996.). U pocetku je ona za-
ista bila prikazivana kao prazno mjesto, a kasni-
je kao deblja tocka koja se s vremenom razvila u
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kruzi¢. Ideja nule vjerojatno je jedno od najvaznijih
otkri¢a u matematici koje je utjecalo na izgradnju
pravila racunanja u dekadskom brojevnom susta-
vu te na prihvacanje indijskog brojevnog sustava
(kroz arapske brojeve) u cijelom svijetu.

Nula kao oznaka za prazno mjesto pojavila se u
Indiji ve¢ oko 200. godine prije Krista, a nulu kao
broj nalazimo kod indijskog mudraca Baksalija u
3. stoljecu, i to kao rezultat oduzimanja a — a. On
takoder spominje pravila rac¢unanja nulom:

a+0=a,a-0=a,0=0a-0=0t2=0.

Kasnije, u 12. stolje¢u, indijski matemati¢ar Bha-
skara spominje da se nulom ne moZe dijeliti u ari-
tmetici, ali dopusta dijeljenje nulom u algebri. Pri-
tom veli¢ini % daje posebno ime i s njom postupa
sli¢no kako se danas koristi simbol za beskonac-
nost oo (Gusi¢, 1995.).

Preuzimanjem indijskoga brojevnog sustava, Ara-
pi su preuzeli i nulu kao znamenku, oznaku za ko-
li¢inu i kao broj. Europljani su od 12. st. prouCava-
li arapske tekstove, prevodili ih i preuzimali arapski
(tj. indijski) brojevni sustav koji je bio mnogo prak-
tiCniji za zapisivanje i racunanje od tadasnjih rim-
skih brojeva koji su se

VA koristili u Europi. Osim

. toga, arapske brojke

imale su nulu, koja je

takoder bila potrebna u
matematici, te su na
kraju u Europi arapske

brojke istisnule rimske.
Mnozenije i dijeljenje nulom u
Nastavnom planu i programu
Prema vaze¢em Nastavnom planu i programu iz
2006. godine (MZOS, 2006.) broj nula se uvodi
u pocetnu nastavu matematike u prvom razredu
osnovne skole odmah nakon usvajanja prvih pet
prirodnih brojeva. Prilikom u€enja prvih pet prirod-
nih brojeva usvojio se koncept koli¢ine tih brojeva,
pravilno pisanje i ¢itanje brojeva do 5, njihovi me-
dusobni odnosi te zbrajanje i oduzimanje brojeva
do 5. U takav kontekst se ulazi s brojem nula. Ka-
snije se ste¢eno znanje proSiruje na brojeve do
10, zatim do 20 i viSe.

MnoZenije i dijeljenje uvode se u drugom razredu
osnovne skole. U Nastavnom planu i programu
drugog razreda iz matematike pod brojevima 22 i
23 stoje teme “Mnozenje brojevima 1 i 0” te “Bro-
jevi 110 u dijeljenju” (MZOS, 2006).

22. Mnozenje brojevima 1i0
Klju&ni pojmovi: mnozZenje brojevima 11 0.
Obrazovna postignuéa: razumieti da je umnozak
zadanog broja i broja 1 jednak zadanomu bro-
ju; razumijeti da je umnozak bilo kojeg broja 1 i
0 jednak 0.

23. Brojevi 1 0 u dijeljenju
Klju¢ni pojmovi: brojevi 10 u dijeljenju.
Obrazovna postignuca: razumijeti da je rezultat
dijeljenja bilo kojega broja brojem 1 jednak to-
mu broju; razumjeti da 0 podijeljenja brojem ra-
zlicitim od 0 daje 0 i da se 0 ne dijeli.

Ovdije ocito pocinju nasi problemi, jer ve¢ u sa-
mom sluzbenom dokumentu u obje teme stoje
pogreske u tekstu. U temi 22 koja se odnosi na
mnozenje nulom pise: ‘razumjeti da je umnoZak
bilo kojega broja 1 i 0 jednak 0°. U ovoj re¢eni-
ci ocito je suviSan broj “1”. Nadalje, u temi 23 ko-
ja se odnosi na nulu i dijeljenje piSe “razumjeti da
0 podijeljena brojem razli¢itim od 0 daje 0 i da se
0 ne dijeli”. Ovdje je “nula” Cetiri puta napisana
simbolom, a sva Cetiri puta simbol “0” nalazi se
u drugom padezu (nominativ, genitiv, akuzativ, in-
strumental) i ima drukgiji nastavak, pa se vrlo lako
moze doci do krivog zaklju¢ka. Naime, u zadnjem
dijelu reCenice dio “i da se 0 ne dijeli” moze se Ci-
tati na vise nacina (npr. nula, nulom, nulu) jer je
nula napisana brojem. Tako se iz teksta moze kri-
vo procitati “i da se nula ne dijeli”, $to nije istina.
Nula se moze dijeliti. Jasno je da uciteljice u ra-
zrednoj nastavi mogu imati problema u ovom di-
jelu gradiva jer se, eto, ve¢ u sluzbenom nacional-
nom dokumentu dogadaju ovakvi propusti vezani
uz mnozenije i dijeljenje nulom.

Dijeljenje i nula u nastavi

Zbrajanje, oduzimanije i mnozenje nulom lako je
objasniti na konkretnim primjerima i s konkretnim
predmetima u razredu. Ucenici ¢e takoder pomo-
Cu primjera lako shvatiti da oduzimanje 0 — 5 ni-
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je moguce u skupu prirodnih brojeva kao, uosta-
lom, i svako oduzimanje gdje od manjeg broja
oduzimamo vedi. Tu ¢e pozeljni odgovor biti “To
nije moguce, jer ne mozemo od manjeg (prirod-
nog) broja oduzeti vec¢i”. Nastavnik u pogodnom
trenutku moze dodati kako osim brojeva 1, 2, 3, 4,
... postoje i druge vrste brojeva, primjerice oni ko-
ji se nalaze na termometru — 1, — 2, — 3, itd. (ne-
gativni brojevi) i uvodenjem tih brojeva u Sestom
razredu bit ¢e moguce rijesiti probleme poput 0 —
5,2-8isl

Sto se ti¢e dijeljenja, udenicima treba ukazati na
razliku izmedu “dijeljenja nule” i “dijeljenja nulom”.
Dijelienje nule 0 : a = 0, za a razli¢it od nule, moze
se objasniti na konkretnim primjerima (npr. “Ne-
mas nista, i to niSta podijeli§ na 5 dijelova, koliko
si dobio? Nista.”, 0 : 5 =0).

Veci problem je zorno objasniti, kako ucenicima
tako i uciteljima, zaSto se nulom ne moze dijeliti.
Za razumijevanije tog problema treba dublje ma-
temati¢ko znanje koje se ne moze tako jedno-
stavno objasniti na konkretnim predmetima. No,
praviinom matemati¢ckom edukacijom studenata
uditeljskih studija, kao i dobrim primjerima meto-
di¢ke interpretacije ovog gradiva mogu se pronadi
riesenja kako ucenicima pribliziti ovaj problem da
razumiju zasto se nulom ne dijeli. Slijedi objasnje-
nje problema dijeljenja nulom na “popularnoj” ra-
zini koja je prihvatljiva uciteljima razredne nastave,
uCenicima osnovnih Skola, roditeljima i svim gra-
danima, bez obzira na struku.

Dijelienje nulom — a sto kazu
matematicari?

Dijeljenje nulom dugo je matemati¢arima kroz po-
vijest predstavljalo problem, jo$ od indijskog ma-
tematic¢ara Bhaskare iz 12. st. koji spominje da se
nulom ne moZe dijeliti u aritmetici, ali dopusta di-
jelienje nulom s opéim brojevima. Pritom veligini %
daje posebno ime i s njom postupa sli¢no kako se
danas koristi simbol za beskonac¢nost oo, 0 ¢emu
piSe u prvom dijelu ovog teksta. Dovodenje u ve-
zu dijeljenja nulom i pojma beskonacnosti s jed-
ne strane donosi nadu da se moze pronaci odgo-
vor na pitanje moze li se dijeliti nulom i koliki je taj
koli¢nik, a s druge strane donosi nove neizvjesno-

sti jer je beskonac¢nost sama za sebe “problema-
tican” matematicki pojam. Beskonacénost se spo-
minje ve¢ u babilonskoj i starogrékoj matematici,
a simbol za beskonacnost o uveden je u 17. st. u
europskoj matematici. “To nije broj kako su cesto
smatrali matematiGari u proslosti, iako se, na neki
nacin, racunske operacije mogu prosiriti i na nje-
ga.” (Gusi¢, 1995).

Pojam beskonac¢nosti nasim u¢enicima nije stran
budu¢i da se u osnovnoskolskoj matematici on
sluzbeno spominje veé u petom razredu osnov-
ne Skole (“Prirodnih brojeva ima beskona¢no mno-
go”, “Pravac se sastoji od beskona¢no mnogo to-
Caka” i sl.), a na intuitivnoj razini se na njega moze
vjerojatno naiéi i u nizim razredima osnovne $ko-
le u razgovoru na satu, ali i u svakodnevici. Pogle-
dajmo sada kakve veze imaju beskonacénost i di-
jeljenje nulom.

Pogledajmo ovaj niz u kojem dijelimo broj 12 ra-
znim djeliteljima koji se u svakom koraku smanju-
ju i sve vise priblizavaju nuli:

12:12=1,

12:6=2
12:4=3
12:3=4,
12:2=6
12:1=12,

12:0.5=24,

12 : 0.1 =120,

12 : 0.01 = 1200,

12 : 0.001 =12 000,

12 : 0.0001 =120 000,

12 : 0.00001 =1 200 000.

Ova posljednja dijeljenja u razrednoj se nasta-
vi mogu provesti/provijeriti dzepnim racunalom. U
posljednjem retku djelitelj je vrlo “blizu” nule, iako
se niz moze nastaviti i dalje s djeliteljima jos ma-
njim od ovoga. Primje¢ujemo da sto je djelitelj ma-
niji, koli¢nik ¢e biti to vedi. | Sto blizi nuli djelitelj bio,
to ¢e koli¢nik biti “blizi beskona¢nomu”. Zamisli-
mo da 12 dijelimo sa svakim pozitivnim brojem i
da vrijednosti crtamo u koordinatni sustav s to¢-
kama (n, 12 : n). Pogledajmo sliku:
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Krivulja dobivena nacrtanim tockama zove se hi-
perbola. Kada bismo se jos vise zdesna pribliza-
vali nuli na vodoravnoj osi, pripadne vrijednosti na
okomitoj osi bile bi sve vece i vece. U onoj po-
sljednjoj grani¢noj vrijednosti kada bismo na vo-
doravnoj osi dosegnuli nulu, graf bi bio visoko “u
beskonac¢nosti”. Netko bi mogao redi: “Pa zapisi-
mo onda jednostavno da je 12 : 0 = oo i da tako
vrijedi za svaki broj. Tada dijeljenje nulom nece bi-
ti zabranjeno jer smo konac¢no nasli rieSenje. To
je beskonacno.” No, budimo oprezni s jednostav-
nim zapisom tipa 12 : 0 = oo jer beskonacno nije
broj u istom smislu kao ostali brojevi i moze dove-
sti do mnogih paradoksa. To je jo$ jedan razlog
zasto izbjegavamo dijeljenje nulom. U matematici
je stoga uveden pojam limesa (grani¢ne vrijedno-
sti) koji ¢e se obradivati tek u Cetvrtom razredu gi-
mnazije, a u $kolskoj matematici najsretnije rjese-
nje ostaje re¢enica “nulom se ne dijeli”.

“Nulom se ne dijeli”

Pitanje koje mozemo o&ekivati od ucenika je: “A
zasto se s nulom ne dijeli? Zasto 5 : 0 nije 0?” Od-
govor za njihov uzrast glasi: jer ne mozemo nadi
broj koji bi bio koli¢nik pri dijeljenju nulom. Najkon-
kretniji dokaz koji mozemo dati u¢enicima u nizim
(ali i visim) razredima osnovne $kole da se nulom

ne dijeli jest onaj pomocu provijere obrnutom ope-
racijom od dijeljenja, a to je mnozenje. Tako ¢emo
eliminirati neto¢nu tvrdnju da je 5 : 0 = 0. Kada bi
ona vrijedila, onda bi vrijedilo pripadno mnozenje
0 - 0 =5, 8to nije istina. Pitamo se nadalje koji broj
mozemo staviti umjesto upitnika u dijeljenju 5 : 0
= ?. Budu¢i da pripadno mnoZzenje tada glasi ? -
0 =5, zakljuéujemo da ne mozemo nadi broj ko-
ji dolazi umjesto upitnika jer bilo koji broj pomno-
Zen nulom daje nulu, a ne 5. Dakle, ne mozemo
naci broj koji je rezultat dijeljenja 5 : 0. Naravno,
to ne vrijedi samo za djeljenik 5, ve¢ i za bilo ko-
ji drugi djeljenik, pa u visim razredima govorimo o
dijelienju a : 0, za a # 0, uz koje dodajemo: “nu-
lom se ne dijeli”.

Evo jo$ jednog primjera vezanog uz dijeljenje nu-
lom. Ima ucitelja koji u€e djecu daje 5 : 0 =5. Ali,
znamo daje 5: 1 =5. To bi znacilo da dijeljenjem
broja 5 s dva razli¢ita broja (prvi put dijelimo s 0,
a drugi put s 1) dobivamo isti rezultat, $to je ne-
moguce. Djelitelji u tom slucaju trebaju biti jedna-
ki, dakle ispada da je 0 = 1. Nije moguce podijeliti
broj 5 dvama razli¢itim brojevima i dobiti isti rezul-
tat! Ako vrijedidajem :x=aim:y=a,tadajex
= y. Svaka jednadZba oblika m : x = a ima samo
jedno rjeSenje, pri ¢emu su m i a realni brojevi, a x
nepoznanica u zadatku.

Na ovom se mjestu mozemo upitati: Je li drugi ra-
zred osnovne Skole prerani stupanj da ucenike
uéimo da se nulom ne dijeli? Odgovor bi bio: Na-
stavnik bi sam trebao odrediti trenutak kada je po-
jedini razred spreman za ovu temu. Obi¢no je to
na kraju povezivanja operacija mnozenja i dijelje-
nja jer se na taj nacin pokazuje da se nulom ne
dijeli.

Dodatni primjeri za nastavni
sat

Na nastavnom satu prilikom spominjanja dijelje-
nja nulom svakako bi trebalo pripaziti na razlike
izmedu dijeljenja nule i dijeljenja nulom. Tu vaznu
informaciju, potkrijeplienu brojnim slikovitim pri-
mijerima bliskim ucenicima, trebalo bi staviti i na
plakat i ostaviti da stoji na zidu dulje vrijeme ka-
ko bi je u€enici s vremenom sto bolje usvaoijili. U&i-
telj bi pritom s vremena na vrijeme trebao ucenike
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podsjetiti na istaknuti plakat, povezati ga s gradi-
vom i prodiskutirati njegov sadrzaj. Primjerice:

® NULOM SE
NE DIJELI!!!

Preporucujemo s ucenicima obraditi i matemati-
&ku pjesmicu “Nula” koja je iza$la u MiS-u br. 5.
Takoder, problem dijeljenja nulom mozemo uce-
nicima pribliziti konkretnom podjelom neke cjeline
na dijelove. Primjerice, skup od 12 cvjetova mo-
Zemo dijeliti na 6 buketa; tada ¢e u svakom buke-
tu biti po 2 cvijeta. Ako skup od 12 cvjetova dijeli-
mo na 4 buketa, u svakom buketu ¢e biti 3 cvijeta.
Smanjujemo li tako broj buketa u heuristi¢kom
razgovoru, primijetit cemo da nam se broj cvjeto-
va u pojedinom buketu povecava. Na kraju ¢emo
moci napraviti jedan buket u kojem ¢e biti 12 cvje-
tova. Pitamo se: je li moguce uz 12 cvjetova na-
praviti 0 buketa? To nije moguce. li, je li moguce
kredu podijeliti na 0 dijelova? Nije mogude, jer je
sama kreda ve¢ u jednom komadu.

“UCiteljice, koliko je 0 : 0?”

Ovo je problem koji takoder treba izbjegavati,
ali ¢e se ucenicima ciniti vrlo jednostavnim jer u
ovom sluc¢aju vrijedi provjera mnozenjem. Tako
uéenici mogu tvrditidaje 0 : 0=0jerje 0 - 0=0.
No, tada vrijediidaje 0: 0=5jerje 5 - 0=0. Vri-
jediidaje0:0=387 jerje 387 - 0=0. Zaklju€uje-
mo da umjesto upitnika u izrazu 0 : 0 = ? mozemo
staviti bilo koji broj jer ¢e uvijek biti 0 - ?=0. Zara-
zliku od slu¢aja 5 : 0 gdje nismo mogli pronadi niti
jedan broj koji bi odgovarao koli¢niku, ovdje kod 0
: 0 svi brojevi odgovaraju. Za ovaj problem kaze-
mo da je neodreden. Zato bi znatizeljnim ucenici-
ma koji postave ovaj problem trebalo objasniti da
i dijeljenje nule nulom treba izbjegavati u matema-
tici, kao i dijeljenje broja nulom (s tim da je dijelje-
nje tipa a : 0 nemoguce, a dijeljenje 0 : 0 neodre-
deno). Unato¢ naizgled konfuznoj situaciji vezanoj
uz ove probleme, moje iskustvo s ucenicima po-

kazuje da su ovakvi problemi u€enicima vrlo zani-
mljivi i da ih mogu dobro pratiti ako im ih se pribli-
Zi na prikladan nacin.

Zakljucak

U nastavi matematike uvijek je bilo iznimno vazno
to€no iznosenje Cinjenica. Gradivo se nadovezuje
jedno na drugo i losi temelji ruse cijelu konstrukci-
ju. Cinjenioa da se nulom ne dijeli nadovezuje se
kasnije u petom i Sestom razredu na gradivo razlo-
maka i imperativ da u nazivniku ne smije biti nula.
Problem dijeljenja nulom pojavljuje se kod rjesa-
vanja jednadzbi kada se transformacijama moze
dobiti oblik 0 - x =5 koji uCenici moraju znati pra-
vilno interpretirati (ova jednadzba nema rieSenja)
ili, pak, 0 - x = 0 (ova jednadzba ima beskonac-
no mnogo rjesenja). U srednjoskolskoj matemati-
ci se zatim ispituje podrucje definicije funkcija ko-
je je takoder vezano uz problem dijeljenja nulom,
i tako dalje sve do limesa. Zato je vazno napraviti
dobre temelje jo$ u matematici razredne nastave.
Dijeljienje nulom treba uvesti u pogodnom trenut-
ku i objasniti ga na razini na kojoj to u€enici mogu
pratiti. U ovom su tekstu prikazani primjeri i prijed-
lozi kako to napraviti.

Nastavnike matematike osnovne Skole pozivam
da svojim kolegama iz razredne nastave ukazu na
ovu rubriku u MiS-u, te da, ako je moguce, na ra-
zini Skole organiziraju susret svih nastavnika ko-
ji predaju matematiku (u predmetnoj i razrednoj
nastavi) te da zajedno obrade teme poput ove i
porazgovaraju o ostalim zajedni¢kim problemima
koji ih muce.
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