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Priprema nastavnika

| uCenika za matematicka natjecanja

Zdravko Kurnik, Zagreb

Redovita nastava ne moze u potpunosti zadovoljiti potrebe i interese odredenoga broja u¢enika s
posebnim sklonostima i sposobnostima za dublje razumijevanje matematike, koji uz odgovarajuci
rad mogu kasnije dati natprosjecne rezultate. Zato se namece potreba da se razvijaju i njeguju
posebne aktivnosti koje omogucuiju Sto ranije otkrivanije takvih u¢enika i usmjeravanje i prac¢enje

njihova rada.

Postoje razne mogucénosti s kojima kreativan na-
stavnik matematike moze razvijati stvaralacko mi-
Sljenje i matemati¢ke sposobnosti svojih uc¢enika.
Posebno su vazna matematic¢ka natjecanja, jer se
na njima ucenicima ispunjava prirodna Zelja da
provjere svoje matematicke sposobnosti.

Za svako natjecanje potrebne su odgovarajuce
pripreme.

U ¢lanku [16] bilo je govora i o pripremama na-
stavnika i u€enika za matematic¢ka natjecanja. U
ovom ¢lanku ukazujemo na vaznije korake tih pri-
prema, nadopunjene kratkom metodi¢kom obra-
dom nekoliko matematic¢kih podrudja iz kojih se
¢esto zadaju natjecateljski zadaci.

Slabosti, pogreske i mjere

Razgovori s nastavnicima-mentorima, rasprave
na seminarima, u metodickim radionicama i na
okruglim stolovima ukazuju na to da ve¢ u fazi pri-
prema u nasim Skolama postoji velika Sarolikost.
Jedni nastavnici redovito pripremaju svoje najbo-
lie u¢enike za natjecanja, drugi ne. Cesto, kad pri-
preme i postoje, ne vrée se na najbolji nadin, a naj-
Cesce su one pripreme koje se vrse nekoliko dana
pred samo natjecanje. Ucenici, koji su tako pripre-

mani, nemaju stabilna matematic¢ka znanja, pa ni-
je ¢udo da na natjecanjima rade pogreske i ondje
gdje se to najmanje ocekuje. Evo Cestih pogresa-
ka ucenika pri rieSavanju zadataka:

nepotpuna analiza zadatka, nepravilno zakljuci-
vanje, zapostavljanje preciznog logic¢kog slijeda
izvodenja, brzopletost pri pismenom izrazavaniju,
neurednost i nepreglednost koraka u radu, manj-
kavi i neto¢ni crtezi, zapostavljanje teksta i objas-
njavanja postupka rjesavanja, ucenik ne moze
procijeniti tezinu zadatka i dr.

Sto mogu uginiti nastavnici matematike u cilju po-
boljSanja stanja na podrucju priprema u¢enika za
matematic¢ka natjecanja®?

Neke mjere mogu poduzeti ve¢ u redovitoj nasta-
vi tijekom cijele Skolske godine. U te mjere ubraja-
ju se: dodatni zadaci za naprednije uc¢enike, ana-
liza zadataka s natjecanja, smanjivanje velikoga
broja standardnih zadataka i povecanje broja pro-
blemskih zadataka, prilagodavanje zadataka pri-
mjeni i razvijanju nekih matemati¢kin postupaka
koji sluze za uvodenje u¢enika u stvaralacki rad,
posvecivanje vece pozornosti metodickoj strani
procesa riesavanja zadataka, njegovanje kreativ-
nosti u¢enika i dr.
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Mijere za intenzivnije pripreme ucenika za natjeca-
nja izvan redovite nastave jesu rad u matemati-
¢kim grupama, rad u matematic¢kim radionicama,
obrada struc¢ne literature, razmjena ideja i postu-
paka putem e-maila i dr.

Struktura obrade nekog
podrucja

Navedene mijere koje se odnose na poboljSa-
nje priprema ucenika za natjecanja putem dublje
stru¢ne i metodicke obrade nekog podrucja ma-
tematike mogu se preciznije razraditi u nekoliko
odjeljaka:

1) Zadaci s nasih natjecanja. Upoznavanije uce-
nika sa zadacima koji su iz odredenog podruc-
ja matematike posljednjih nekoliko godina zada-
vani na natjecanjima igra vaznu ulogu u pripremi.
Kao prvo, ucenici uvidaju potrebu rjeSavanja ta-
kve vrste zadataka, jer se sli¢ni zadaci mogu po-
javiti na iduc¢im natjecanjima. Kao drugo, prouca-
vajuci rieSenja takvih zadataka spoznaju kakva je
teZina natjecateljskih zadataka. Kao treée, otkriva-
ju kod sebe moguci nedostatak znanja za rjeSa-
vanje takve vrste zadataka. Uzevsi sve to zajedno,
ovaj korak mozemo nazvati — psiholoskom pripre-
mom ucenika.

2) Teorijska osnova. Za uspje$no rjeSavanje za-
dataka iz nekog podrucja matematike potrebna je
prije svega primjerena teorijska osnova i njezina
dobra metodi¢ka razrada. Teorijsku osnovu Cine
odgovarajucée Cinjenice, svojstva, tvrdnje, poucci,
metode iz Skolske matematike. Te Cinjenice istiCe-
mo tek pri rieSavanju konkretnih zadataka.

Za natjecateljske zadatke, koji su u pravilu pro-
blemski zadaci, potrebna je bogatija teorijska
osnova i dodatne Cinjenice. To su poucci, postup-
ci i metode rjeSavanja koji nisu izravno iz Skolske
matematike, ali je poZeljno da ih napredniji u¢eni-
ci znaju. Upoznavanje naprednijih u¢enika s tim
¢injenicama mozemo smatrati primjerenim radom
na razvoju njihovih matematickih sposobnosti, a
posebno na boljoj pripremljenosti za matematicka
natjecanja. Povoljna je okolnost da mnogi natje-
catelji imaju veéa znanja o zadacima od onih koja
dobivaju u redovitoj nastavi. Ta znanja oni su stekli

samostalno iz nekih drugih izvora. Medutim, jo$
uvijek postoji nesklad izmedu redovitih i dodatnih
znanja. S tim je u uskoj vezi nedoumica koju na-
kon natjecanja izaziva pitanje famoznih “0 bodo-
va” nekih u¢enika na rang-listama natjecanja. Ka-
ko je to moguce?

Jedan od mogucih odgovora jest: nepoznavanje
metoda rjesavanja. Metode rjeSavanja matema-
tikih problema su posebna znanja o kojima vr-
lo Cesto ovisi uspjeh ili neuspjeh ucenika na na-
tiecanjima. Zbog nepoznavanja metoda mnogi
se natjecateljski zadaci njima Cine teZima nego
Sto to oni stvarno jesu. RjeSenje toga problema
treba traziti u okviru prosirenja teorijske osnove.
Kako u svakom podrucju matematike postoji niz
razradenih i u¢inkovitih metoda rieSavanja razno-
vrsnih problema, potrebno je samo da nastavnik
napravi kratku metodicku razradu pojedine meto-
de i upozna svoje ucenike-natjecatelje s njezinom
primjenom i djelotvornosc¢u. Poznavanje dovoljno-
ga broja ucinkovitih metoda rieSavanja matemati-
¢kih problema omogucuje lakSe svladavanje no-
vih problema i pozitivno utjeCe na matematicke
sposobnosti i trajnost znanja uc¢enika. To pozna-
vanje ujedno osnazuje psiholosku pripremu uce-
nika za natjecanija.

Pozeljno je da u okviru priprema za natjecanja na-
stavnik matematike upozna svoje ucenike s nekim
od sliede¢ih metoda: metodom analogije, meto-
dom supstitucije, metodom neodredenih koefici-
jenata, metodom rekurzije, metodom matematicke
indukcije, metodom razlikovanja slucajeva, meto-
dom superpozicije, metodom uzastopnih pribliza-
vanja, Descartesovom ili algebarskom metodom i
ar.

U ovom koraku priprema nastavnik matematike
treba jo$ provijeriti koja dodatna znanja imaju nje-
govi natjecatelji, upoznati ih s dodatnim Cinjenica-
ma iz obradivanog podrudja, poticati ih da pri rje-
Savanju odabranih zadataka i sami pronadu neki
novi nacin rieSavanja primjenom nekog novog po-
stupka, ukazati im na vrijednosti medusobne ko-
munikacije, grupnog rada i rada u matematickoj
radionici i dr. Ovaj korak mozemo nazvati — aktivi-
ranjem znanja.
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3) Problemi u matematickoj radionici. Za rad
uCenika u matematickoj radionici nastavnik ma-
tematike treba pripremiti primjeren izbor zadata-
ka iz odabranoga podrucja. Primjerenost u ovom
koraku priprema znaci: optimalan broj zadataka
kojim se pokriva podrucje, raznovrsnost po sadr-
Zaju, raznovrsnost po tezini. Ovaj korak mozemo
nazvati — upoznavanjem podrucja obrade.

4) Analiza, rjeSavanje i kreativnost. Ovo je sre-
di$nji dio priprema. Tu se treba zbiti sve ono sto ¢e
uCenicima pomoci u uspjeSnom sudjelovanju na
natjecanjima: analiza svakog zadatka i ustanov-
ljavanje njegove tezine, aktiviranje i povezivanije
predznanja, iznoSenje osobnog misljenja, razmje-
na ideja, otkrivanje i osmisljavanje nacina rjesa-
vanja, odabir teorijske osnove, djelotvorna raspra-
va o rezultatima samostalnog i zajedni¢kog rada.
Nastavnik matematike posebnu pozornost treba
posvetiti iznoSenju novih ideja ucenika, otkrivanju
novih metoda rjeSavanja, uoCavanju originalnih
rieSenja. Na temelju toga moze se zakljuciti da je
teziSte rada u radionici na pristupu, idejama, me-
todama rjesavanja i njegovanju kreativnosti u¢eni-
ka. Ovaj korak priprema mozemo nazvati — ovla-
davanjem podrucja obrade.

5) Dodatni problemi. Da bi znanje ucenika bilo
trajnije i ucenici sigurniji pri rieSavanju zadataka iz
obradenoga podrucja, nastavnik matematike tre-
ba pripremiti i izbor dodatnih zadataka. Ti zadaci
obi¢no se predvidaju za novu matematicku radio-
nicu, a ucenici ih mogu Koristiti za samostalni rad
na pripremanju za natjecanja. Ovaj korak moze-
mo nazvati — utvrdivanjem.

Izbor podrucja

U programima po kojima se ucenici natje€u pise
da za viSe razine natjecanja oni trebaju poznava-
ti i sljede¢a dodatna podrucja: kombinatorne za-
datke, logicke zadatke, diofantske jednadzbe, Di-
richletov  princip (Oé), matematicku indukciju,
elementarnu teoriju brojeva, osnovne nejednako-
sti o sredinama (SS).

Evo kratkih i sazetih prikaza obrade nekih podruc-
ja koja trebaju poznavati natjecatelji iz osnovnih

Skola i nekih podrucja koja trebaju poznavati na-
tjecatelji iz srednjih Skola.

DIOFANTSKE JEDNADZBE

Diofantske jednadzbe su linearne ili nelinearne al-
gebarske jednadZbe s dvije ili viSe nepoznanica s
cjelobrojnim koeficijentima za koje se traze cjelo-
brojna (ili racionalna) rieSenja. Pritom se uzima da
je broj nepoznanica vedi od broja jednadzbi.

Metodika rjeSavanja diofantskih jednadzbi zasni-
va se na sljedecoj strukturi:

Pojam diofantske jednadzbe, zadaci s matema-
tickih natjecanja, osnovna svojstva brojeva, line-
arna diofantska jednadzba, Pitagorina jednadz-
ba i Pitagorini brojevi, metode rjeSavanja (metoda
umnoska, metoda kvocijenta, metoda parnosti,
metoda posljednje znamenke, metoda nejedna-
kosti), diofantske jednadzbe u matemati¢koj radi-
onici, dodatni zadaci.

Osnovna literatura: [13], [15], [22], [25], [14].

DIRICHLETOVO NACELO

U rjeSavanju raznovrsnih problema, posebno pri
dokazivanju postojanja objekata koji imaju neko
odredeno svojstvo, ¢esto je vrlo uspjesna primje-
na jednog od najpoznatijih kombinatornih princi-
pa, koji je poznat pod raznim popularnim nazi-
vima kao $to su princip kutija, princip pretinaca,
princip golubinjaka, problem zeCeva i kaveza i dr.
Njemacki matematic¢ar Dirichlet ga je prvi jasno
formulirao i dao mu precizan matematicki smisao.
Zato taj princip nosi njegovo ime. Mi éemo ga u
daljnjemu tekstu u duhu naseg jezika nazivati Di-
richletovim nacelom.

Dirichletovo na¢elo moze se formulirati na razlici-
te nacine. Navodimo naj¢escu, popularnu formu-
laciju:

Ako n + 1 zeCeva rasporedimo bilo kako u n kave-
za, onda su u barem jednom kavezu smjestena ba-
rem 2 zeca.

Metodika obrade Dirichletova nacela zasniva se
na sljedecoj strukturi:

Razli¢ite formulacije Dirichletova nacela, zadaci s
matemati¢kih natjecanja, odabrani zadaci za ma-
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tematicku radionicu (osobe, stvari, teorija brojeva,
geometrija, mjeSoviti zadaci, dodatni zadaci).

Osnovna literatura: [12], [5], [15], [4], [1], [23], [2].

NEJEDNAKOSTI

Za uspjesno rjeSavanje zadataka iz ovoga po-
druc¢ja matematike potrebne su stanovite predrad-
nje. O tome podrucju uéenici ve¢ imaju odredeno
Skolsko znanje, dio u¢enika zna neke dodatne ¢i-
njenice, a za slozenije zadatke iz podrucja trebat
¢e svima novo znanje. Sve to treba imati na umu
nastavnik matematike kad zapocinje rad s natje-
cateljima.

Metodika dokazivanja nejednakosti zasniva se na
sliedecoj strukturi:

Zadaci s nejednakostima na matematickim natje-
canjima, provjera predznanja uc¢enika o podruc-
ju, osnovna svojstva nejednakosti, jednostavne
nejednakosti, posebne nejednakosti, metode do-
kazivanja (jednostavni nacini, primjena posebnih
nejednakosti, posebni postupci, primjena metode
matematiCke indukcije, primjena analiticko-sin-
teticke metode), analogoni i poopéenja jedno-
stavnih i posebnih nejednakosti, nejednakosti u
matemati¢koj radionici, dodatni zadaci s nejedna-
kostima.

Osnovna literatura: [9], [15], [1], [2].

ELEMENTARNA TEORIJA BROJEVA

Zadaci u kojima se istrazuju svojstva brojeva vr-
lo su ¢esti na matemati¢kim natjecanjima. Zato je
prirodno i nuzno da se u okviru priprema natje-
catelja napravi bar jedna matematicka radionica
iz ovoga podrucja. Ova radionica namijenjena je
ucenicima viSih razreda osnovne skole i nizih ra-
zreda srednje $kole.

Metodika obrade podrucja:

Zadaci o brojevima s matematickih natjecanja, dje-
ljivost, prosti i slozeni brojevi, djelitelji i viSekratnici,
Euklidov algoritam, diofantske jednadzbe, osnovni

poucci o brojevima, kongruencije, zadaci za rad u
matematickoj radionici, dodatni zadaci.

Osnovna literatura: [22], [25], [1], [2].

GEOMETRIJSKE KONSTRUKCIJE

Konstruktivni zadaci ne pojavljuju se tako ¢esto na
matemati¢kim natjecanjima, ali je njihova vaznost
druge naravi. One su vrlo pogodne za razvoj lo-
gickog i stvaralackog misljenja ucenika, koje igra
veliku ulogu pri rieSavanju svakog natjecateljskog
zadatka. Zato se preporucuje nastavnicima-men-
torima da u pripreme ucenika za natjecanja uklju-
¢e i ovakvu matematicku radionicu. Prednost radi-
onice u odnosu na druge radionice leZi u ¢injenici
da se analiza, rjeSavanje i provjera rieSenja nekog
konstruktivnog zadatka mogu neposredno zorno
izvoditi u nekom ra¢unalnom programu (preporu-
ka: The Geometer’s Sketchpad, GeoGebra).

Metodika rjeSavanja konstruktivnih zadataka za-
sniva se na sliedec¢oj strukturi:

Osnovne konstrukcije, konstruktivne metode (me-
toda presjeka, metoda pomocnih likova, metoda
osne simetrije, metoda rotacije, metoda centralne
simetrije, metoda translacije, metoda sli¢nosti, al-
gebarska metoda rjeSavanja konstruktivnih zada-
taka), konstruktivni zadaci u matematickoj radioni-
ci, dodatni konstruktivni zadaci.

Osnovna literatura: [6], [7], [10], [11], [15], [25].

ZADACI S VISE NACINA RJESAVANJA

Ovo nije neko posebno podruc¢je matematike, jer
u svakom njezinu podrucju postoje zadaci koji se
mogu rijesiti na vise nacina. | na matematic¢kim na-
tjecanjima Cesti su takvi zadaci. Natjecatelji znaju
ugodno iznenaditi ¢lanove ocjenjivackih povjeren-
stava nalazenjem sasvim novih nacina rijeSavanja
postavljenih zadataka. To je povod da se napra-
vi mali izbor takvih zadataka za jednu matemati-
¢ku radionicu. Medutim, ova radionica ima i dru-
gu svrhu. Zadaci s viSe nacina rjeSavanja dobro
su sredstvo za aktivnije promisljanje uc¢enika i dje-
lotvornije ponavljanje i utvrdivanje steCenog zna-
nja. Za nalazenje rjeSenja nekog zadatka potreb-
no je odredeno znanje koje se sastoji od teorijskih
¢injenica koje su u najuzoj vezi sa zadatkom. Za
jedan nacin rjeSavanja potrebne su jedne Cinje-
nice, za drugi nacin neke druge &injenice, za tre-
¢i tre¢e. ZakljuGujemo da ¢e za rjeSavanje zadat-
ka na viSe nacina trebati viSe teorijskih ¢injenica i
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metoda nego za rjeSavanje na samo jedan nadin.
Time se za samo jedan zadatak aktivira, analizira
i primjenjuje veca koli¢ina ste¢enog znanja uceni-
ka, a njihovo misljenje postaje pokretljivije. Osim
toga, znanja ucenika se produbljuju i prosiruju no-
vim znanjima, a najvaznije je da zadaci s viSe na-
¢ina rieSavanja povecavaju aktivnost u€enika i nji-
hov interes prema matematici.

Metodika rjeSavanja takvih zadataka zasniva se
na sljedecoj strukturi:

Matematicki zadatak (sastav zadatka, vrste za-
dataka, zadaci s viSe nacina rjeSavanja), meto-
de (metoda razlikovanja slucajeva, metoda sup-
stitucije, metoda neodredenih koeficijenata i dr.),
pomocéni teoremi, pomocéne jednakosti, pomoéne
nejednakosti, zadaci u matemati¢koj radionici (iz
raznih podruc¢ja matematike), dodatni zadaci.

Osnovna literatura: [8].

Zakljucak

Uspjeh ucenika na matemati¢kim natjecanjima
ovisi u velikoj mjeri o kvaliteti priprema. lako je bilo
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