Zdravko Kurnik, Zagreb

Medu nacinima zaklju¢ivanja i metodama znanstvene spoznaje posebno mjesto zauzimaju indukcija

i njezina suprotnost dedukcija. To posebno vrijedi za matematiku. Razlog je jednostavan: matematika
je deduktivna znanost, a matematika u nastajanju je eksperimentalna induktivna znanost. Same metode
razlikuju se po cilievima. Cilj indukcije je opcCe, a cilj dedukcije je pojedinacno i posebno.

Pojam dedukcije

Preciznije mozemo redi:

Dedukcija je oblik zakljucivanja pri kojemu se od
jednog opcéeg suda i jednog posebnog ili pojedi-
nac¢nog suda dobiva novi, manje opcenit, pose-

ban ili pojedinacan sud.

Rije¢ dedukcija potjece od rijeci deductio $to znadi
izvodenje.

Deduktivno zaklju€ivanje ima tri oblika:

a) Zakljucivanje od opcenite tvrdnje na manje
opcenitu ili pojedina¢nu tvrdnju.

Primjer: Ako su a i b relativno prosti brojevi, onda je
najveci zajednicki djelitelj tih brojeva 1, tj. vrijedi

D(a, b) =1 (opca tvrdnja).

D(29, 2009) = 1 (pojedinacna tvrdnja).

Iz ovih dvaju sudova izvodi se pojedinac¢na tvrd-
nja: 2912009 su relativno prosti brojevi.

b) Zaklju€ivanje od pojedinacnog ka posebnom.
Primjer: Broj 2 je prost broj (pojedinacna tvrdnja).
Broj 2 je prirodan broj (pojedinacna tvrdnja).

Neki prirodni brojevi su prosti brojevi (posebna
tvrdnja).

c) Zakljuc¢ivanje od opce tvrdnje ka opcoj tvrdnii.
Primjer: Svi pami brojevi djeljivi su s 2 (opéa tvrdnja).
Nijedan neparni broj nije djeljiv s 2 (opéa tvrdnja).

Nijedan parni broj nije istovremeno i neparan broj
(op¢a tvrdnja).
* % %

Dedukcija u matematici strogo je logic¢ki zasnova-
na metoda dokazivanja. U dana$nje vrijeme ta se
metoda dokazivanja zasniva na nekom sustavu
aksioma. Zato se deduktivna metoda naziva jos i
aksiomatska metoda.

Kao metoda istrazivanja dedukcija je karakterizi-
rana nalazenjem klase objekata koji su srodni pro-
matranom objektu i primjenom bitnih svojstava te
klase objekata.

Dedukcija dolazi i kao poseban oblik izlaganja
matemati¢kih sadrzaja u udzbeniku i kao jedna
od nastavnih metoda.

Svaka dedukcija uklju€uje u sebi element induk-
cije. Primjer dedukcije je matematicka indukcija.
Naziv je pomalo paradoksalan, ali znamo da se
metoda matemati¢ke indukcije zasniva na jednom
aksiomu!
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Mali povijesni pregled

Vec¢ su se stari Babilonci i Egipcani u rieSavanju
matematickih problema koristili zakljuéivanjem. Ot-
krili su mnostvo cinjenica, ali u tome mnostvu nisu
trazili uzro¢ne veze. Tek su stari Grci, preuzimajudi
njihova znanja, poku$ali u to mnostvo matematic-
kih Cinjenica unijeti red. Za tu svrhu uveli su niz po-
sebnih postupaka kao sto su analiza, sinteza, ana-
logija, apstrakcija, generalizacija i dedukcija. Velika
je zasluga starih Grka bas u tome $to su primjenom
tih metoda matematiku razvili kao znanost.

Tales. Prvi matematicar koji je u matematiku uveo
apstraktno misljenje i dokaz bio je TALES (oko
624. — oko 548. pr. Kr.). On svoj poznati poucak o
obodnom kutu nad promjerom kruznice dokazuje
s pomocdu sliedeée matematicke tvrdnje:

Cetverokut kojemu su dijagonale jednake duljine i
koje se raspolavijaju nuzno je pravokutnik.

Mozete li na temelju donijih slika rekonstruirati Ta-
lesov dokaz?

Na taj nacin je Tales, dokazivanjem jedne mate-
matic¢ke tvrdnje drugom tvrdnjom, ne samo zacet-
nik postupka dokazivanja, ve¢ je na pragu i de-
duktivne metode u matematici. Medutim, njegov
dokaz jo$ nije logiCki strog. Pomoéna tvrdnja ni-
je dokazana!

Hipokrat. Vazan napredak u izgradnji deduktivhog
sustava ucinio je HIPOKRAT (djelovao u drugoj po-
lovici V. stolje¢a pr.Kr). Autor je prvog djela iz pla-
nimetrije u kojemu je uspostavljen takav sustav, ali
koje nije sacuvano. Probleme je rieSavao svodedi
ih na jednostavnije probleme, koje je ve¢ dokazao
ili koje je smatrao istinitima. Time je zasluzio da ga
se smatra osnivacem deduktivne metode.

Proucavao je kvadraturu kruga. Kao poseban re-
zultat dobio je da je zbroj povrsina Cetiriju mjese-

canad stranicama kva-
drata upisanog u krug
jednak povrsini kvadra-
ta (Hipokratove lunule).

£

Euklid. Do lll. stolje¢a
pr. Kr. gréki matema-
ticari skupili su veliko v
znanje i razvili djelo-

tvorne istrazivacke me-

tode. Zato je bio sasvim prirodan poku$aj da se
dotada$nja matematika sistematizira i cijela ili ne-
ke njezine teorije potpunije zasnuju na odredenom
broju jednostavnih istina, polaznih tvrdnji, koje se
pretpostavljaju kao to¢ne i bez dokaza. To je ucinio
EUKLID (oko 330. — oko 275. pr. Kr.) oko 300. go-
dine pr. Kr. u svom glasovitom djelu "Elementi" u 13
knjiga. | pored izvjesnih nedostataka ovo je djelo
sjajno dostignuce antike. Vise od 2000 godina ono
je sluzilo kao uzor sustavnog izlaganja elementar-
ne geometrije i sve do XIX. stoljec¢a bilo osnovni
udzbenik iz kojeg se ona udila.

U "Elementima" aksiomi, definicije i poucci ni-
Zu se pravilno i primjereno, te Cine savrSen logic-
ki deduktivni sustav. Na poCetku "Elemenata" Eu-
klid daje pregled nuznih definicija i polaznih tvrdniji
geometrije, tvrdnji koje se smatraju istinitima i koje
se ne dokazuju, podijeljenih u dvije skupine. Pola-
zne tvrdnje prve skupine karakteriziraju op¢a svoj-
stva veli€ina i nazivaju se aksiomi. Ima ih 9. Takve
Su na primjer tvrdnje:

Cjelina je veca od dijela.

Ako se jednakim stvarima dodaju jednake stvari, i
cjeline su jednake.

Za svaka dva pozitivna realna broja ai b postoji takav
prirodan broj n da je na > b (Arhimedov aksiom).

Polazne tvrdnje druge skupine imaju Cisto geome-
trijski karakter i nazivaju se postulati. Imaih 5. Zatim
se na temelju aksioma i postulata putem logickog
zaklju€ivanja izvode i dokazuju teoremi i postupno
izgraduije cijela geometrija ravnine. Postulat obi¢no
izraZzava neki uvjet koji treba zadovoljavati neki po-
jam ili neki odnos medu pojmovima.

Evo skupine od pet Euklidovih postulata:

1) Od svake tocke do svake toCke moze se
povudi pravac.

1)  Ograniceni pravac moze se neprekidno
produzivati po pravcu.
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Ill) Iz svakog sredista sa svakom udaljenos¢u
moze se opisati kruznica.

IV) Svi pravi kutovi medusobno su jednaki.

V) Ako pravac koji sijeCe dva druga pravca
tvori s njima s iste strane unutarnje kutove
Ciji je zbroj manji od dva prava kuta, ta dva
pravca neograni¢eno produzena sastaju se
s one strane na kojoj je taj zbroj maniji od
dva prava kuta.

Posebno znace-
nje i vaznost ima

V. postulat, po- b
znat u povijesti c

kao Euklidov ak-

siom o paralela- o

ma. Zapravo, on a

govori 0 tome uz koji uvjet dva pravca a i b jedne
ravnine nisu paralelna. Taj je uvjet dan nejednako-
S¢u a + B <miuztajuvjet pravci se sijeku. Ako je
a + B =n, tada se pokazuje da se pravcia i b ne
sijeku, tj. oni su paralelni.

U nasim udzbenicima V. postulat iskazuje se i primje-
njuje u sliede¢em ekvivalentnom i jednostavnijem
obliku:

Tockom izvan pravca T

moZe se povuci to¢no
jedan pravac parale-
lan s tim pravcem. p

S pomocdu V. postulata dokazuju se mnogi teore-
mi elementarne geometrije. Medu njima su i tvrdnje
koje su mu ekvivalentne. Osim gornjeg, evo jo$ ne-
kih ekvivalenata V. postulata:

U ravnini postoji bar jedan pravokutnik, tj. etvero-
kut s Cetiri prava kuta.

Zbroj kutova u trokutu jednak je dva prava kuta.
Postoje dva sli¢na a nesukladna trokuta.

Za svake tri tocke koje ne leZe na jednom pravcu po-
stoji jedinstvena kruZnica koja prolazi tim tockama.

Lobacevski, Bolyai, Gauss. Sve do XIX. stolje-
¢a nitko nije sumnjao u to da su svi Euklidovi po-
stulati apsolutne i postojane istine i da je euklidska
geometrija jedini geometrijski sustav. Da euklidska
geometrija nije jedini geometrijski sustav otkrio je
javnosti 23. veljace 1826. godine ruski matematicar
NIKOLAJ IVANOVIC LOBACEVSKI (1792.-1856.)
izlozivsi na zasjedanju FiziCko-matematickog fakul-

teta SveuciliSta u Kazanju svoj rad "Kratko izlaganje
osnova geometrije sa strogim dokazom teorema o
paralelnim pravcima". Taj dan smatra se danom ro-
denja novog geometrijskog sustava — neeuklidske
geometrije. Sto je Lobadevski uéinio? Pitanje para-
lelnih pravaca on je razrijesio na taj nacin da je Eu-
klidov V. postulat zamijenio novim aksiomom o pa-
ralelnim pravcima koji glasi:

To&kom izvan pravca u ravnini prolaze dva pravca
koja su paralelna s tim pravcem.

Na temelju ovog aksioma i ostalih aksioma Loba-
Cevski izgraduje novi geometrijski sustav koji je on
nazvao imaginarnom geometrijom. Veliki njemacki
matematicar, fizi¢ar i astronom CARL FRIEDRICH
GAUSS (1777.-1856.) toj je geometriji dao naziv
neeuklidska geometrija. Danas se ona jo$ naziva
geometrija Lobacevskog ili hiperbolicka geometri-
ja. Ravnina u kojoj se ostvaruje zahtjev Lobacev-
skog naziva se ravnina Lobacevskog ili hiperboli¢-
ka ravnina.

Stvaraju¢i novu geometriju Lobacevski je napra-
vio prekretnicu u razvoju geometrije i izveo pra-
vu revoluciju u matemati¢kom, pa i u cjelokupnom
ljudskom mislienju. Od stranih matemati¢ara no-
ve ideje mogli su u to vrijeme posve razumijeti i
cijeniti samo Gauss i madarski matemati¢ar
JANOS BOLYAI (1802.-1860.), jer su i sami dosli na
pomisao o postojanju neeuklidske geometrije. Ga-
uss je osnovne ideje neeuklidske geometrije imao
razradene veé 1824. godine, ali se zarekao da za
Zivota neée dopustiti njihovo objavljivanje, bududi
da"... ve¢ina ljudi nema uopce pravi osjecaj za to, o
¢emu se tu radi". Bolyai je do svojih rezultata doSao
1825. godine, ali ih je objavio tek 1832. godine kao
dodatak, "Appendix", udzbeniku elementarne i vise
matematike svoga oca Farkasa.

Peano. Aksiomatizacija aritmetike izgradena je vi-
Se od dva tisudljec¢a iza aksiomatizacije geometri-
je. To je 1891. godine ucinio talijanski matematicar
i logi¢ar GIUSEPPE PEANO (1858.-1932.). Pea-
novi aksiomi prirodnih brojeva sluze za definiciju
prirodnog broja. Njegov deduktivni sustav aritme-
tike temelji se na trima osnovnim pojmovima: pri-
rodnom broju, prirodnom broju 1 i sljedbeniku.

Prirodnim brojevima nazivaju se elementi svakoga
nepraznog skupa N u kojemu postoji relacija slije-
di za koja zadovoljava sljedec¢e aksiome:

(P1) 1 je prirodan broj.

(P2) Sljedbenik svakoga prirodnog broja je priro-
dan broj.
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(P3) Nikoja dva prirodna broja nemaju istog
sliedbenika.

(P4) 1 nije sliedbenik nijednog prirodnog broja.

(P5) Neka je M bilo koji podskup skupa prirodnih
brojeva koji ima svojstvo da mu pripada broj
117 sliedbenik svakog njegova elementa.
Tada je M = N.
Ova svojstva prirodnih brojeva uistinu su jednos-
tavna i oCita. Sva teorija prirodnih brojeva proizlazi
iz gornjih pet aksioma. Posebnu ulogu ima aksiom
(P5). On je nesto slozeniji i koristi se u dvije svrhe:
dokazivanje teorema i rekurzivno definiranje funk-
cija sa skupa N u neki neprazni skup. Danas se taj
aksiom naziva aksiom matematicke indukcije.

Aksiomatizacije skupova brojeva. Sve aksiomati-
zacije skupova brojeva, prirodnih, cijelih, racionalnih
i realnih, provedene su u drugoj polovici 19. stolje-
¢a. Veliki doprinos tim nastojanjima dali su znameni-
ti njemacki matemati¢ari HERMANN GRASSMANN
(1809.-1877), KARL WEIERSTRASS (1815.-1897),
WILHELM DEDEKIND (1831.-1916.) i GEORG CAN-
TOR (1845.-1918.).

Aksiomi opisani u prethodnoj tocki dobili su ime
po Peanu, ali iste aksiome nasao je ve¢ Dedekind
1888. godine proucavajuci cijele brojeve. Dedekind
je jedan od prvih matematicara koji je dao teoret-
sko-skupovno zasnivanje teorije realnih brojeva.

Peano se pri izgradnji svog deduktivhog sustava
aritmetike koristio jo$ i Grassmannovim rezultati-
ma o cijelim brojevima iz 1861. godine. Do poja-
ve Grassmannovih radova matemati¢ka indukcija
razmatrala se samo kao metoda dokazivanja.

Cantor je Weierstrassov ucenik i osniva¢ teori-
je skupova. U pocCetku se bavi metodama svoga
uditelja u teoriji realnih brojeva. Razvio je jednu od
teorija iracionalnih brojeva.

Dedukcija u nastavi
matematike

Cinjenica da je matematika deduktivna znanost
sve govori. Aksiomi i osnovni pojmovi Cine temel]
neke matematicke teorije. Ali ne samo oni. Naime,
izgradnja neke matematicke teorije ima sljedece
Cetiri etape:

1) Navodenje osnovnih pojmova.
2) Formuliranje aksioma.

3) Definiranje novih pojmova.
4) lIzvodenje i dokazivanje teorema.

Vidimo da su za izgradnju vazne i izjave koje se lo-
gic¢kim rasudivanjem izvode iz aksioma i definici-
ja — poucci ili teoremi. Teoremi proSiruju i produ-
bljuju nase znanje o nekom podrucju matematike i
njegovim objektima. Teorem je glavni predmet na-
Sih razmatranja.

Sto se ti¢e nastave matematike, postoje odrede-
na odstupanja. Ve¢ smo ranije naglasili da je na-
stava matematike u nizim razredima osnovne $kole
pretezno induktivna. Vise se koriste konkretni i o&i-
gledni dokazi, koji ne dokazuju toliko, koliko uvjera-
vaju u istinitost tvrdnji. Dedukcija i deduktivni nacin
misljenja i dokazivanja provode se poslije konkreti-
zacije i indukcije na viSoj razini nastave matematike
i obrazovanja ucenika, gdje se dedukcija oblikuje
u poseban nadin izlaganja matematickih sadrzaja
kako u udzbenicima, tako i u nastavnom procesu.

Medutim, iako je matematika deduktivna znanost,
Skolska matematika ne izgraduje se ni na jednoj
razini nastave kao strog deduktivni sustav, vec
ostaje u okvirima modela. Ovo pogotovo vrijedi za
nastavu matematike u osnovnoj skoli. Mnogi po-
ucci obraduju se u njoj bez dokaza.

Sto je zapravo dokaz teorema? O dokazu u stro-
gom smislu pri izgradnji odredene matematicke
teorije (aritmetike, planimetrije, stereometrije, te-
orije vjerojatnosti ili dr.) moZe se govoriti samo u
okvirima nekog sustava aksioma. Dokaz teorema
u nekoj teoriji je konacan niz tvrdnji teorije u ko-
jemu je svaka tvrdnja ili aksiom, ili je dobivena iz
prethodno dokazanih tvrdnji toga niza po nekom
pravilu logi¢kog zaklju¢ivanja. Posljednja tvrdnja
u tome nizu sama je tvrdnja teorema. Dokazana
tvrdnja nakon toga postaje sastavni dio svakog
daljnjeg postupka dokazivanja.

Rec¢eno o deduktivnom nacinu dokazivanja ne
znadi da se u Skolskoj matematici aksiomi ne upo-
trebljavaju. Oni imaju u nastavnom procesu vaznu
ulogu, ali se upotrebljavaju samo onoliko, koliko je
potrebno da nastava matematike bude u skladu s
nacelom znanstvenosti i primjerena uzrastu i mate-
matickim sposobnostima uc¢enika. Sam naziv aksi-
om rijetko se izrijekom navodi, odnosno navodi se
samo na visoj razini matemati¢kog obrazovanja.

U ovom odijeljku ilustrirat ¢emo opisani nacin mislje-
nja i zakljucivanja u nekoliko karakteristicnih primjera.
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Aksiomi racionalnih brojeva. U izu€avaniju ele-
mentarne algebre nekoliko se puta javlja potreba
za prosirivanjem podrucja brojeva.

a) Najprije se izuc¢ava skup prirodnih brojeva N. U
prethodnim razmatranjima upoznali smo aksiome
prirodnih brojeva i naglasili da sva njihova teorija
proizlazi iz tih pet aksioma. U nastavi matematike
ucCenici vrlo rano uce sliedeca osnovna svojstva
dviju operacija definiranih u skupu prirodnih bro-
jeva, zbrajanja i mnozenja:

(c+y)Fz=x+(y+2)
(asocijativnost zbrajanja);
xty=ytux
(komutativnost zbrajanja);
C-y-z=x-(y-2)
(asocijativnost mnozenja);
X y=y-x
(komutativnost mnozenja);
x-1=1-x=x
(postojanje jedinice);
x+y) z=x-z+y-z
(distributivnost mnozenja prema zbrajanju).

U skupu prirodnih brojeva jednadzba:

at+x=b, a,be N

ima rieSenje samo za a < b. To je rjeSenje razlika
b — a prirodnih brojeva b i a. Za a > b oduzimanije
nije izvedivo u N.

b) Zbog navedenog razloga skup N prosiruje se
s nulom 0 i negativnim brojevima —1, -2, =3, ... i
dobiva skup cijelih brojeva Z.:

Z=1{.,-3,-2-10123 ..}

U skupu Z uvijek je x = b — a rjeSenje promatra-
ne jednadzbe. Primijetimo da ista jednadzba ima
rieSenje u dobivenom prosirenju Zizaa, b € Z.
U skupu Z operacije zbrajanja i mnoZenja ima-
ju ista svojstva kao i u skupu N, ali i dva nova:
x + 0 =0+ x = x (postojanje nule) i
x + (%) = (x) + x = 0 (postojanje suprotnog bro-
ja).

c) Jedna od motivacija potrebe za prosirivanjem
skupa Z zahtjev je da jednadzba:

ax=b, abeZ,a*0

ima rjeSenje u nekom skupu brojeva. Taj zahtjev
ostvaruje se u skupu racionalnih brojeva Q:

Q={}lacZ be N}

U skupu Q uvijek je x = % rieSenje jednadz-

be. Primijetimo da ista jednadzba ima rjeSenje
u dobivenom prosirenju Qizaa, b € Q, a # 0.
Kako se aksiomatiziraju racionalni brojevi? U sku-
pu Q operacije zbrajanja i mnozenja imaju niz o&i-
glednih svojstava. Ta svojstva uzimamo za aksio-
me racionalnih brojeva. Evo te grupe aksioma:

x+y)tz=x+(y+2)

(asocijativnost zbrajanja);

x+0=0+x=x

(postojanje nule);

x+(=)=(=)+x=0

(postojanje suprotnog broja);

xty=ytx

(komutativnost zbrajanja);

(c'3) z=x"(y2)

(asocijativnost mnozenja);

x-1=1-x=x

(postojanje jedinice);

x-x'=x1-x=1 x#0

(postojanje recipro¢nog broja);

X y=y-x

(komutativnost mnozenjay;

x+y)z=x-z+y-z

(distributivnost mnozenja prema zbrajanju).

Grupi treba dodati jos sliede¢a osnovna svojstva
relacije uredaja <.

X<x
x<yiy<x=x=y
x<yiy<z = x<:z
x<yiliy<x
x<yix+tz<y+z
0<xi0<y = 0<xy

Sve ove Cinjenice o racionalnim brojevima ucenici
dobro poznaju i neke od njih svakodnevno koriste
pri proucavanju i u¢enju matematike. A u popisu
Su osnovna svojstva racionalnih brojeva na teme-
lju kojih se izgraduije cijeli skup.
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Aksiomi realnih brojeva. Skupove prirodnih, cije-
lih i racionalnih brojeva dobro upoznaju ve¢ uceni-
ci osnovne Skole. Ucenici zavrsnog razreda imaju
i neku ne bas$ potpuno jasnu predodzbu o realnim
brojevima jer se putem korjenovanja susrecu s ira-
cionalnim brojevima. Tu je i broj « koji je neizbjezan
kad su u pitanju opseg kruznice i povrsina kruga.

U srednjoj Skoli u€enici upoznaju nova svojstva re-
alnih brojeva, njihovo znanje o realnim brojevima
povecava se, ali jo$ uvijek vise na intuitivnoj razini.
Tek krajem Skolovanja postavlja se pitanje kako tre-
ba realne brojeve strogo matematicki zasnovati.

Zapravo to i nije preteSko pitanje. Dovoljno je na-
pomenuti da operacije zbrajanja i mnozenja i rela-
cija <u skupu realnih brojeva R imaju ista svojstva
kao u skupu racionalnih brojeva Q.

Da bi izgradnja skupa R bila potpuna, potrebno je
jo§ samo dodati aksiom potpunosti.

Kad bismo se htjeli malo nasaliti u vezi sa znanjem
ucenika o aksiomima realnih brojeva, rekli bismo
da "uéenici ne znaju da znaju!"

Presjecnica paralelnih pravaca. Ovaj matema-
tiCki pojam ucenici upoznaju i primjenjuju dosta
rano. Podsjetimo se. Neka su a i b paralelni prav-
ci, a ¢ njihova presjecnica.

Presjecnica ¢ s
pravcima a i b za-

tvara ukupno 8 ku- B b
tova. Neki su od tih c

kutova vrsni, ne-

ki suplementni. Na o

slici smo istaknu- a

li ona dva kuta ko-

ji su u uskoj vezi s jednim ve¢ razmatranim aksi-
omom. Naime, za kutove a i  znamo da vrijedi
oc¢igledna i jednostavna jednakost:

o+ p=180°

koja se ne dokazuije jer je ta ¢injenica samo drukci-
ji iskaz Euklidova V. postulata. Sve ostale veze me-
du kutovima uz presjecnicu posljedice su te jedna-
kosti. Pri razmatranju presjecnice dvaju paralelnih
pravaca u nastavi treba krenuti od te ¢injenice.

Zbroj kutova u trokutu. Poucak: Zbroj unutarnjih
kutova u svakome trokutu jednak je 180°.

Pogledajmo koje Cinjenice trebamo za opravda-
nje tvrdnje.

1) Stranicu AC produzimo do polupravca AD
(produzivanje omogucuje Euklidov Il. postulat).

2) Vrhom C trokuta ABC povlagimo paralelu
EF s pravcem AB (povlacenje ove paralele
omogucuje nam aksiom o paralelama euklid-
ske geometrije koji kaZe da se to¢kom izvan
danog pravca moze povuéi jedinstven pravac
paralelan s danim pravcem).

3) Kutovi s paralelnim kracima jednaki su ili
zajedno daju 180° (ranije dokazana tvrdnja).

A B

Sada uo¢avamo da kutovi X BAC i < FCD, odno-
sno < CBA i < BCF imaju paralelne krakove. Da-
kle, vrijedi:

IFCD=<4BAC=0, IBCF=<CB4=.

Kutovi < FCD, < BCF i < ACB zajedno tvore
ispruzeni kut, pa je konacno:

IFCD +<4BCF+<YACB= o+ B +7y=180°

Linearna jednadzba. Opéi oblik linearne jed-
nadzbe s jednom nepoznanicom je ax = b. U ovoj
tocki opisat ¢emo primjenu aksioma realnih broje-
va pri riesavaniju jednog posebnog oblika linearne
jednadzbe, a + x = b.

Poucak: JednadZba a+ x = b u skupu realnih bro-
jeva ima jedinstveno riesenje.

Koraci dokaza:
—a+@tx)=—a+b
(aksiom o dodavanju jednakim stvarima jednakog);
(—atatx=—a+b
(aksiom o asocijativnosti zbrajanja);
O+x=—a+b
(aksiom o suprotnom elementu);

x=—a+b
(aksiom o nuli);
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x=b+(-a)
(aksiom o komutativnosti zbrajanja).

Provjera pokazuje da je x = — a + b uistinu rjeSe-
nje polazne jednadzbe. Naravno, u $kolskoj prak-
si dokaz se pojednostavnjuje i skracuje.

Aksiomi prostora. Osnovni elementi prostora su
to¢ke, pravci i ravnine. Geometriju prostora, stere-
ometriju moze se takoder izgraditi logi¢kim zaklju-
¢ivanjem, polazedi od malog broja osnovnih poj-
mova i osnovnih ¢injenica, aksioma.

Ako se pretpostavi da u svakoj ravnini prostora
vrijede odnosi geometrije ravnine, tada je za iz-
gradnju stereometrije dovoljno da medusobni od-
nosi to€aka, pravaca i ravnina imaju jo$ ova ftri
osnovna svojstva:

(A1) Ako su dane tri tocke, onda postoji bar jedna
ravnina koja sadrZava te tocke.

(A2) Ako ravnina sadrZava dvije razlicite tocke
pravca, onda ona sadrZava taj pravac.

(A3) Ako su aip dvije razlicite ravnine, onda je nji-
hov presjek a N B ili prazan skup ili pravac.

Da bi se mogla istrazivati metricka svojstva pro-
stora, ovaj skup aksioma treba dopuniti aksiomom
udaljenosti.

U stereometriji vrijede mnogi poucci. Za razliku od
poucaka u planimetriji, u kojoj crtezi vierno predo-
Suju odnose medu toc¢kama i pravcima, u stereo-
metriji zornost pri dokazivanju ¢esto ne pomaze.
Velik broj poucaka dokazuju se indirektno.

1) Kao primjer navest ¢emo indirektni dokaz jed-
nog takvog poucka koji je neposredna poslje-
dica aksioma.

Ako su A, B, C tri toCke prostora koje ne pripadaju
istom pravcu, onda postoji jedinstvena ravnina ko-
Jja sadrZava te tocke.

Dokaz. Formulacija poucka je primjerena, jer se
jasno vidi $to je pretpostavka, a sto tvrdnja.

Prema prvom aksiomu stereometrije (A1) postoji
bar jedna ravnina & koja sadrzava to¢ke 4, B, C.

Neka je ¢ bilo koja ravnina koja sadrzava to¢ke 4,
B, C. Tvrdimo da je nuzno ¢ = m. Pretpostavimo
suprotno, tj. da vrijedi: ¢ # 7.

Kako je 4 € m, 4 € ¢, to presjek @ N = nije pra-
zan skup, pa prema tre¢éem aksiomu stereometri-
je (A3) proizlazi da je taj presjek pravac.

Medutim, toc¢ke A4, B, C pripadaju i jednoj i dru-
goj ravnini, $to znadi da pripadaju tom pravcu. To
je suprotnost pretpostavci da tocke 4, B, C ne pri-
padaju jednom pravcu. Zato suprotna tvrdnja nije
istinita, vrijedi polazna tvrdnja.

lako je izreka (A1) opcenitija i pogodnija za aksi-
om, Cesto se u udzbenicima umjesto nje kao aksi-
om uzima izreka iz ovog primjera.

2) Slijedi poucak za c¢iji je dokaz ve¢ potrebno
znanje upravo dokazanog poucka.

Ako je A toCka prostora i a pravac koji ne sadrZava
A, tada postoji jedna i samo jedna ravnina koja sa-
drZava to¢ku A i pravac a.

Dokaz. Odaberimo bilo koje dvije razli¢ite tocke
B i C pravca a. Tocke 4, B, C ne pripadaju istom
pravcu, pa prema prethodnom poucku posto-
ji jedna i samo jedna ravnina © koja sadrzava te
tocke. Iz B, Ce€ aiB, C e mprema aksiomu (A2)
slijedi odmah a C .

Treba jo§ dokazati jedinstvenost ravnine. Neka je
¢ bilo koja ravnina koja sadrzava toc¢ku 4 i pravac
a.TadaizB, Ce aiacCoslijedi B, Ce o, §to za-
jedno s 4 € ¢ ima za posljedicu ¢ = T.

* Kk

U nastavi matematike na slican se nadin vrsi izlaga-
nje matematickih sadrzaja i dokazuju i drugi poucci,
a da se pritom nigdje ne spominju aksiomi. Vazno je
samo da se sve odvija u duhu deduktivne metode!
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