
� ���������� �
��
������ 
� ���� �� �

�	�����	 ����� ���	��

�� !
$���� !�
�
����
 ����� ����
#����� �������( ,��� �� ����� !���
�"���� #� #��������

�"����� �� � ��( 7� �
�� !���
�"����� �
$���
 
������� ������� 16 × 16, 
#����� �� !���
�"����

#� #�������� �"����� � � ��( 7� ����� !�� �
$���
 
������� ��� �������� 7 × 7. ����� 
�

!��
#���
� !���
�"����� 12 × 72 
���$���
 ��� �������� 2 × 2 �& �
��$�
& !��
#���� !���
�"����

�����$���
 �� ��� ��������)� # �"����
� #������ �(

3� �� ��� � � � �� ������ ������ 
��� �� ��� ��	� �� ��

� � � ����
������ � ��� �
���

"
���� �� ��� � �� � ���������� � �� ��� � �� ��� �
���

����� ����� ����� �� ��%

23

16
= 1 +

7

16
,

16

7
= 2 +

2

7
,

7

2
= 3 +

1

2
.

���



����� ��%� � ����&����

!� ����� ���� ����� �� ��� ����� � � � ������� �
������

�� ���%

23

16
= 1 +

7

16
= 1 +

1

16

7

= 1 +
1

2 +
2

7

= 1 +
1

2 +
1

7

2

= 1 +
1

2 +
1

3 +
1

2

.

!� ���� � ��
������� �� �
�� � � ����� � �� ��� ��� ���� ��

����
�� � � ��������� �� ������� ��� � - � � � �� �� �
��

� �  ���� %�����
� �
�
� �����
� ���������# ����	

������ �� �� � �� � �� � 
� ������ � � �� � � � � ���� ����

�� � �� ��������� ������ � ����� ��� ��������� �� �
�� � � �

-� ���� �� �� � ��� ��� ��� � ���
��� 
�%

23

16
= 1 +

1

2 +
1

3 +
1

2

= [1; 2, 3, 2].

+��� ������ � � � �� �� � �� � �� �� A� �� ���E �� �
�� �

� 	 �� �
�� � ���� �� ������ � � ����� �� ������

��
�� [0; n1, n2, . . . , nk].

- � ���� �������%

[n0; n1, n2, . . . , nk] = [n0; n1, n2, . . . , nk − 1, 1].

$������ 
����� �
������;

<��������
���� �������� �
�� �� ��� � �� �� � �� ���� � �

��� � ����� � ��
� � ��� �.� � � � � �� � � �� ��� 
�������

� � � �� � ����	���� �� �������� � ��� ���� ��������

������ ��� ��� 
���� �� ���� �
� �� � ���� � � ��� �

�� �� �� �������� ������� �� �
� ������� ������� �������

������ �� �
�� � �� ��� �������� � ������ � �� ��� ��

� �������� ��������� ���� �� � ���� ���� � � � � ���

���������� ��������� ����

+������� �� � ��� ����% $����� � 
���� �� �� ������

���� �� ��
���� ���� ��� ���
���������� ����� ��� �� �

��� �� �� �� �� � ���� ���; !
�	������ ������� � 	� ����


��� ��� ��� ���� 
������� ��� �� ��� ��
�� ���������

�� �
�� � ;

# ������ �� � ������ ��

.�� �� �� � � �� ������ a × b, ������� �� �
��

� � 
a

b
, ���� �� a �b � ��������������� . � ������

�� a �b � ��� ������ � ��"��� � �����
" # �#���)

���* -� ����� ��� ������	� ���
� m � n, m > n,

�����
� 
���	����	� �
��� ���
��� q � r ����� �� 
�

m = n · q + r, 0 ≤ r < n. 7��� q �� �
����	 �

r �� �� �� ��  � ������
����� m � n� !� ��� ����  � ���

� ������ � � ���� �� ������� n �r �� �� �� � �� ��� �

� ����������� �� �� �� ���������. � �� �	� ��� ��

�
������� ��� � �� �� ��� � � ����� � ���� � �� ��

��� ��� � ���� ��� � ��
� ��� � �� �� �� �

L�� � � �� ���
��� �� � ��� ���� ���� � � ���� ��
�%

23 = 16 · 1 + 7.

. � � �� ��� � � � ��� ����� ����� � ���� �� b = 16 �

q = 7 :

16 = 7 · 2 + 2,

����� ������ ����	�� q = 7 �q1 = 2 :

7 = 2 · 3 + 1.

! � � �� �
�����% !� � ��� ����� �� ����
23

16
= 1 +

7

16
,

�� �����
16

7
= 2 +

2

7
�� �� �����

7

2
= 3 +

1

2
.

����� �� �� ������� ��� �� ��� ������� ��
������� � �����

�� ���� ��
������� � � �� ����� � � ��� ����� �� �	�����

��� � �� � � �� �����
23

16
� ���������� �
�� � �

+�� ���� �� � � �� ��� � � � �� ��� �  � ������� ��

� �� ��� ���� 
��������� ��� � ����� �� ��� �� �����

��� � � !�� ��	� � �� �� ����� �� � � �� 
�� �� ��� �

�� � ��������� �� ���� 
��� ������� � �������� �� ��


�� � ��������	� ������ �� � ��
������� 
�
� �����

����� �� ��������� � �� �� ��� �� �� � ∗�

$����� � �� 
� �� 
������%

����� �� ����	���	 ���
 r ���� ��������� � ������

��	��	�� ������	�� ��������+

/��� �� � �������� ��� �� 
� � � ����������+��� � ��

�������� �� ���� � 
��� � ����� �� �� nk>1 �������%

r = [n0; n1, n2, . . . , nk]=[n0; n1, n2, . . . , nk−1, 1].

∗ ��> > > �, � &+���'��"?�� �'*�����(@ �� @ �+&, �

��� ���������	
�� ������



�� �� �

�� 2 � �������� � �� ��� �� � �� ������ 52 × 33.

�� 8����� �� �
�� �  �� ��
������� �� � ���� %

[0; 2, 1, 2, 3]?

�� +��������� ����� �
������% �� a = [0; 1, 2, 2, 3, ]
�b = [1; 2, 2, 3] �������ab = 1.

�� +�� ����� � � �� � �� ��� ���� 
� �����

r = [n; n1, n2, n3, . . . , nk] �������%

1

r
= [0; n, n1, n2, n3, . . . , nk].

' ��� �� ��
 ���(� � ���������

����� ��� ���)� ��� � ����� ���&�*

K ���� ��� ��� � ��� � ����� ����� � ����� � ��� ���

�� ��� � � ax + by = c ����� ����� �� ���� � � �

���������a, b �c ������ ���� ���
���������- � �� ����

�� ����� 	� � �� � ����� ���� 	���� �� �� � ��� ��� ���

� ���� ������� ���� �� �
������� � ����� %

"� �� (x0, y0) ��� ������ � ���� 
��� ����� ���� 
����

� ��� ��� � ��� � ����� ����� ax + by = c, ������� ��

�� �� ����� ���� (x0 − bt, y0 + at), t ∈ Z.

# ����	����� ����� � ����� � � � � ��� �������� ���� � ���

�� ��� � 
������ ������� � � ���� 
�� ����� �����-� ��

� ���� � ����� ��� ��� ����� ��������� �� �
�� � � �3� �

������� �� �� ���� ��
�� ���������� �� ��� �� ��� ����

������ ���� �������� � � �� � � �� � ������� ���� 
��

����� ���������� �
�� � �7���� ��� � � ���� �� �����

� ��� ���� � 
��� �� �������� � ��� �����

# ������ � � �� ��
������� ����� ���� ����� �����%

53x − 37y + 1 = 0.

2 � ���� �� �� � ��� � �� ��� �� �� ����� �
53

37
=

[1; 2, 3, 5]. # �� ��� �� � � ��
����������� ���� �� � ���

�� ������� � [1; 2, 3] =
10

7
. ! � � �� �� ���� � �%

53

37
−

10

7
=

1

37 · 7
.

# �� �� ����� �� ������ 
����� ����� �� ��%

53 · (−7) − 37 · (−10) + 1 = 0.

. � ��
�� � � ����� � � ���� 
�� ����� ���� �� �� �� ����

�� �����	�� ���������� � �(−7,−10).# � �� ����� ����

�� � �� � ��� �������� � � ���� (−7 + 37t,−10 +
53t), t ∈ Z.

2 ������� � ���� ������ ����� 13x + 7y = 5.

. � �� ������ � � �%
13

7
= [1; 1, 6]. 3� ��� ���� ���� � �%

13

7
− 2 = −

1

7 · 1
.

+�� ������ � � ��
������ ����� �� �� −35 � � �����

��� �%13 · (−5) + 7 · 10 = 5.

# ����	�������� � � (−5, 10) � � ���� 
�� �� ����� ����

�� �� �� ����� �����	 � ������� �� �� ����� ���� �
� ��%

(−5 − 7t, 10 + 13t), t ∈ Z.

+ &�� ��� ������������� ���
 �*
�,�� �� � ���
 � *

0
������ ����������� � ��� ��� �
� ��% �� �� �� � ��� ��

�� ���� ��������� �� �
�� �� � ; +�� ���� 
���� �� � ����

��� �
�� ��;

0
����� �� ��� ��� ������������� �
�� �� ���� �� �
�� ��

��� ���� 
�� ������� � �� ���� �� ������ �� �� �� �

�� � ��� ��� �� � � �� �����
√

2.

7���
√

2 ������ �� & � � �� �� � ����� � � ��
��%
√

2 = 1 +
1

x
, x > 1. 0
�����

√
2 − 1 =

1

x
��

��%x =
1

√
2 − 1

=
√

2+1 = 1+
1

x
+1 = 2+

1

x
.

/� 
�%

√
2 = 1 +

1

2 +
1

2 +
1

2 + . . .

= [1; 2, 2, 2, . . .].

���



����� ��%� � ����&����

# ���
����	 ��� � �� ���������� �
�� �  ��� ��� �� ��

0�� ���� �� �����[1; 2, 2, . . . , 2] �� ���� 
�� �� � � �
����� � ��� �����

√
2. � �� �� � �� � ��� ��� ���
��

� ������� �����������%

[1; 2] =
3

2
= 1.5,

[1; 2, 2] =
7

5
= 1.4,

[1; 2, 2, 2] =
17

12
= 1.416̇,

[1; 2, 2, 2, 2] =
41

29
= 1.41379 . . . ,

[1; 2, 2, 2, 2, 2] =
99

70
= 1.4142857 . . . .

+��
�������� ����
�� � � ���
����� ���������������
√

2

� ������� �� � ���� �������� ���� � 
� �. � �� �	
√

2 =
1.414213562373095...

�
��� ��������� �� �
�� � � � �� �� �� � � � ����� � �

��� ��� 
��� ������� �� ���� 
��� ����� �� �� �� ��

����
������� ��� ������������ � ������ � ���� ��
�� ��

�
� ��  �� ������ �� [2] � ���� ��� "����� /��

��

� � �� ���� � � �� ���������� �
�� �� ��� �������

� ������� � �� ��� � ���
�� � � 
���� �� �# ��������� �� ��


�� �� � ���������� ������� ��� ����� -�������
� ���

� ��� � ���3����� �� �0��� � [6].

+����� �� ����� � �� 
��� ����� �� �� � � � �� � ���

��
���
√

2 �� ��
���� � � �� � � �� ����� 
�� �������√
n, n ∈ N � �������� �� �
�� ��

3� ������� ����� ��� ��� ����� ��� ��� � ����� (5

����
���� � � �
������ ����
�� ���
√

3 = [1; 1, 2, 1, 2, 1, 2, . . .]
√

5 = [2; 4, 4, 4, . . .]
√

6 = [2; 2, 4, 2, 4, 2, 4, . . .]
√

7 = [2; 1, 1, 1, 4, 1, 1, 1, 4, . . .]
√

8 = [2; 1, 4, 1, 4, 1, 4, . . .]
√

10 = [3; 6, 6, 6, . . .]
√

11 = [3; 3, 6, 3, 6, 3, 6, . . .]
√

12 = [3; 2, 6, 2, 6, 2, 6, . . .]
√

13 = [3; 1, 1, 1, 1, 6, 1, 1, 1, 1, 6, . . .]
√

14 = [3; 1, 2, 1, 6, 1, 2, 1, 6, . . .]

√
15 = [3; 1, 6, 1, 6, 1, 6, . . .]

√
17 = [4; 8, 8, 8, . . .]

√
18 = [4; 4, 8, 4, 8, 4, 8, . . .]

√
19 = [4; 2, 1, 3, 1, 2, 8, 2, 1, 3, 1, 2, 8, . . .]

√
20 = [4; 2, 8, 2, 8, 2, 8, . . .]

<� 
�� � ��� �������� � �� �� � � ������� �������
√

n	

n ∈ N ��� ��� ����� ����������

/��� �� � ����� ���� ���� ��� ��� 
��� � ��� ����

+�� �
� ���� ���
�� �
� ���� ���� ������� ������ � ��

�� ��� ��� ����� ����� x2 − x − 1 = 0. 3� � ����� �

��� ����� ����� � ��
�� x = 1 +
1

x
. � �� � ��� ���

����� �� �� ���� �� � � �%

x = 1 +
1

1 +
1

x

= 1 +
1

1 +
1

1 +
1

x

= . . . = 1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 + . . .

.

/� 
�	 x =
1 +

√
5

2
= [1; 1, 1, 1, 1, 1, . . .] ≈

1.618033989.

�,�� �� � &������
 �

� � �� �� � � e �π*

! � ���� ��%<����
�� � � � � �� � �� ��� ���� 
� �����

�� �� � ��� �� ��� ��
�� ��� ���� ��������� �� �
�� �

� � - � ���� � � � �����
�� � �� ��� ��� ���� ����

���������������� �
�� �� ���������������� �������� �

�� ���
�� ������� ������� � ��� ����� ��� ���0
����

��� � � �� 
����
���� �� �� 
� ��� 
�� � 
���� �� � ����

���� ��� ���� � ��������� ���� �
� �� ��
� � � � ���

����
����

��� ���������	
�� ������



"
�	��� � � ��� � �� �� ��� ��% �0�� �� � �������� � ���

���� � 
���� �� �	� ������ � ���� �� �� ���� ����� � 	�

e �π?

π=3+
1

7+
1

15+
1

1+
1

292+
1

1+
1

1+
1

1+
1

2+ . . .

.

!
�	� � ��������� �� � ���	��
� ��%

π = [3; 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1, 2, 1, 3, 1, 14, 2, 1, 1,

2, 2, 2, 2, 1, 84, 2, 1, 1, 15, 3, 13, 1, 4, 2, 6,

6, 99, 1, 2, 2, 6, 3, 5, 1, 1, 6, 8, 1, 7, 1, 2, 3,

7, 1, 2, 1, 1, 12, 1, 1, 1, 3, 1, 1, 8, 1, 1, 2, 1,

6, 1, 1, 5, 2, 2, 3, 1, 2, 4, 4, 16, 1, 161, 45, 1,

22, 1, 2, 2, 1, 4, 1, 2, . . .]

"� ��� � ��� ���������� � �� � ���� �����	�� �� ��

����π ≈ [3; 7] =
22

7
	� �� �� ��� � ����� "���� �����

� � ����� � ��� ����� π.

3� ��� 
��� �� ��� � �� ����� e = 2.71828182...

e = [2; 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, 1, 8, 1, 1, 10, 1, . . .].

3� ��� 
���� ���� ���� � �� �� � �� �
�� � � � �� ��
� ��� � ��

������� ��� ����
��" �� ��� 
������ ������ � � �������

������� � ��
� ����� �
���  ��������� �� �
�� �� � �

L�� ��� �� �� � �� � ����� π.

π =
4

1 +
12

2 +
32

2 +
52

2 +
72

2 + . . .

= 3 +
12

6 +
32

6 +
52

6 +
72

6 +
92

6 + . . .

.

	� �� � ��������

! �� �� ��	� � 
� � ���������� ��� �� ����
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e − 1 = [1; 1, 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, . . .].
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