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Godine 1993. americki matematicar Roger B. Nel-
sen’ objavio je prvu od svojin dviju knjiga Pro-
ofs Without Words, (Dokazi bez rijeci) [1]; dru-
ga se pojavila 2000. [2], a godine 2006. Nelsen
je sa Spanjolskim matematicarom Claudijem Alsi-
nom objavio Math Made Visual [3], knjigu sli¢ne
tematike, s podnaslovom Creating Images for Un-
derstanding Mathematics®. Citav niz “dokaza bez
rijeCi” objavljen je tijekom godina, od 70-ih do da-
nas, u Mathematics Magazine i College Mathema-
tics Journal, dvama ¢asopisima ameri¢ke matema-
ticke udruge MAA (The Mathematical Association of
America) te u mnogim drugim matematickim tisko-
vinama. Podsje¢am da smo i mi u MiS-u prikazali
nekoliko lijepih “dokaza bez rije¢i™. U ovom ¢lanku
pokusat ¢éemo opisati ovaj duhovit, vrlo zanimljiv i
zoran oblik predodZzbe dokaza izvjesnih matema-
tickih Cinjenica koji, bez imalo dvojbe, moze naci
svoje mijesto i u hastavi matematike.

Sto se to&no podrazumijeva pod sintagmom “do-
kaz bez rije¢i™?

Branimir Dakic, Zagreb

STOP talk & chalk
Claudi Alsina'

Intuitivno je jasno: zamisao je slikom, umjesto teks-
tom (rije¢ju), predoditi dokaz neke matematicke
tvrdnje. Promatranjem, vizualnom percepcijom i
misaonom analizom slike (crteza, skice) Citatelj
treba otkriti njezinu poruku. Odmah se namece
pitanje, moze li se ovakva prezentacija prihvatiti
kao pravi matematicki dokaz? | dok se u nekim

L]

Creating Images for Understanding Mathematics

! Claudi Alsina (1952. ), profesor matematike, Universitat Politécnica de Catalunya, Barcelona.
2 Roger B. Nelsen (1942. -), profesor matematike na Odjelu matematike, Lewis and Clark College, Portland, Oregon.
3Utojje knjizi objavljen vrlo bogat popis pisanih izvora u kojima se obraduje ova tema.

* Vidi npr. MiS 1/1999, 2/1999, 5/2000, 41/2007, 43/2008.

broj 55 / godina 11. / 2010.



sluCajevima radi o uistinu uvjerljivom dokazu kojem
nema nikakva prigovora, u nekim primjerima to bas
i nije tako. Dokaz tvrdnje nije u potpunostiizlozen i
¢itljiv ali analiza slike otkriva kako ga mozemo jed-
nostavno provesti. Gledista koja u nastavi matema-
tike ustraju na matemati¢kom formalizmu i strogoci
pa odbacuju “dokaze bez rijeci” i sli¢ne didaktiCke
dosjetke nisu opravdana. Tako je primjerice stav
T. Eisenberga i T. Dreyfusa, dvaju uglednih stru-
¢njaka za matematicko obrazovanje, kako “vizualni
argumenti imaju malu vrijednost jer postoji samo je-
dan nacin matematicke komunikacije i dokazi bez
rijeci nisu prihvatljivi’ [4] u najmaniju ruku pretjerano
iskljuciv. A taj njihov stav nije niti usamljen medu
matematicarima Cija je sklonost prema vizualizaciji
matematic¢kih sadrzaja ipak vrlo razli¢ita i subjektiv-
na. Neki, nogometnim rje¢nikom rec¢eno, “totalni
matematicari”, zaziru od svakog zora, drze ga svo-
jevrsnom vulgarizacijom® matematike. Tako prim-
jerice veliki francuski matematicar-bourbakist Jean
Dieudonné, poznat po svojoj krilatici “Dolje Euklid,
smirt trokutu!”, kaze: “Odlucio sam da u svoj tekst
ne unosim ni jedan jedini crteZ.”. Susta je suprot-
nost George Polya koji rieSavacima matematickih
problema 8alje pedagos$ku uputu “Nacrtaj sliku”,
savjetuje im dakle da rjeSavanje problema zapocnu
njegovom vizualnom predodzbom. Uvrstimo ovd-
je i uvjerenje velikog Paula Halmosa: “Preduvjet
matematicke obrazovanosti jest biti roden sa spo-
sobnoscu vizualizacije.” Ne zaboravimo ni na le-
gendarnog Martina Gardnera koji jo§ davne 1973.
piSuci o dokazima bez rijeci u svojoj kolumni “Mat-
hematical Games” u uglednom Scientific America-
nu® za njih rabi naziv “look-see dijagrami” i pods-
jeca kako u engleskom jeziku “to see” (vidjeti) Cesto
znadi “to understand” (razumieti). U istom ¢lanku,
osvréuci se na vizualnu predodzbu ne geometrijs-
kih ve¢ algebarskih sadrzaja on piSe: “Od dobrog
crteZa nema ucinkovitije podrske razumijevanju iz-
vjiesnih algebarskih identiteta. Svakako, u svrhu do-
kaza, treba znati manipulirati simbolima, no u mno-
gim sluCajevima dosadan se dokaz moZe zamijeniti
geometrijski analognim, jednostavnim i lijepim tako
da valjanost teorema gotovo pa nas zaslijepi.” Vet

spomenuti Claudi Alsina, veliki zagovornik zorne
matematike uzvikuje: “Stop talk and chalk” — pres-
tanite s metodom “price i krede” u nastavi matema-
tike, a Citateljima preporucujemo njegov ¢lanak [5]
Ciji je ve¢ sam naslov vrlo simptomatic¢an: “Less
chalk, less words, less symbols. . .more objects,

n7

more context, more action”’.

Vizualne predodzbe dokaza matematickih tvrdnji u
kojima se potpuno izbjegava njihov opis rije¢ima
svojevrsne su zagonetke koje potiCu ucenike na
razmisljanje, na cjelovitu primjenu ranije usvoje-
nih znanja, na razvitak matemati¢ke intuicije i vrlo
su ucinkovit oblik u¢enja. One u sebi objedinjuju
mnoge sastavnice koje Cine aktivno matematicko
miSljenje: analizu, uocavanje sustine, potrebu ob-
razlaganja pojedinih zaklju¢aka, apstrakciju, sinte-
zu itd. Slikovni zapis koji opisuje neki matematicki
sadrzaj provodi se raznim sredstvima, od obi¢nog
crteza kredom na Skolskoj plo¢i do animiranih sek-
venci na suvremenom racunalu®, Velik dio poucaka
elementarne geometrije nezamisliv je, dapace ne-
izvediv, bez popratne skice. | dok je u geometriji
ovaj pristup prirodan i sam se namece, vizualna
predodzba algebarskih ¢injenica ipak je jedna no-
va dimenzija u nastavi matematike pa Ce i tome biti
posvecen dio Clanka.

Valja spomenuti, a to je iskustvo svakog nastavni-
ka, kako losa slika (skica) moze povuci pogresne
zakljucke ili krivi smjer rieSavanja problema. Nisu
svi trokuti jednakokracni, nisu ni svi etverokuti kva-
drati, niti su sve piramide uspravne a i Cetiri su, a
ne jedna, karakteristi¢ne tocke trokuta od kojih se
doduse neke mogu i poklapati. Na takve greske
uCenike treba neprestance upozoravati. Ali to je
vecé neka nova tema.

Povijesni korijeni

Osvrnemo li se u proslost uvjerit cemo se kako “do-

kazi bez rijeCi” nisu izum novog doba. Naime, stari
narodi zbog nerazvijenog matematickog riec¢nika,

> Vulgarizacija = pretjerano pojednostavljenje neke znanosti koje grubo unakazuje njezinu bit (prema Klaiéevom Rjecniku stranih rijedi).

® Scientific American, October 1973.

7 Manje krede, manie rije¢i, manje simbola, vi$e stvari, vi§e konteksta, vide akcije.

8 Vidjeti primjerice: www.normala.hr.
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matematicke simbolike i pisma izdasno su se iz-
razavali raznim skicama i crtezima. Na slici vidimo
jedan od mnogih zornih prikaza Pitagorina poucka.
Potjece iz Kine i star je viSe od 2 tisu¢lje¢a. Mozete
i s te slike iS¢itati njegov dokaz?
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Kad je rije¢ o povijesti dokaza bez rijeci svaka-
poucak koji je tijekom nekoliko tisu¢lie¢a dozivio
viSe stotina raznih dokaza. Medu njima se poseb-
no isti¢u onivezani uz vjetrenjacu, mladenkin stolac,
pauna ili kako se ve¢ zbog svoje silne popularnosti
zove ta interpretacija ovog poucka u kojoj valja do-
kazati da je povrSina kvadrata konstruiranog nad
hipotenuzom pravokutnog trokuta jednaka zbroju
povrsina dvaju kvadrata konstruiranih nad njego-
vim katetama. Kako u geometriji ravnine ionako os-
kudijevamo pravim primjerima primjene poucaka o
sukladnosti trokuta, ovaj dokaz Pitagorina poucka
(uz onaj gdje se dokazuje obrat Pitagorina poucka)
vrlo je vrijedan i to iz viSe razloga.

Promatranjem slike uo¢avamo obojenost dviema
bojama S$to odmah nameée pomisao da dijelovi
ravnine obojeni istom bojom imaju jednake po-
vrSine.  Tim zaklju¢kom usmjerava se dalji tijek
dokaza. Istaknuta su jo$ i dva trokuta AFBC i
AABD ¢iju sukladnost je lako uociti i provjeriti. Za-
klju¢ujemo zatim da trokuti AABD i ABDK imaju
jednake povrsine pa konac¢no da jednake povrsine

° Panoptikum MiS-a 34/2006.
10 “Eyklidovi Elementi”, Knjiga V1., prop. 3.

imaju i kvadrat FBAG i pravokutnik BDLK. Ana-
logno je povrsina kvadrata CTHA jednaka povrsini
pravokutnika LECK.

Vrlo lijep i uvjerljiv primjer “dokaza bez rijeCi” su raz-
ne geometrijske interpretacije algebarskih sadrzaja
u starogrékoj matematici. Posebice se to susrece
kod Euklida, u njegovim “Elementima”, gdje se ge-
ometrijskim tehnikama dokazuju razne algebarske
tvrdnje. Vijerojatno je to posljedica utjecaja pita-
gorejaca, a u sustini je zapravo rije¢ o babilonskoj
tradiciji u kojoj se rjeSavanje matematickih proble-
ma u pravilu oslanjalo na crteze. Posebice kad je
rije¢ o Il. knjizi “Elemenata” uobiCajeno se govori
kako je njezin sadrzaj geometrijska algebra.

Uzgred, dobro se prisjetiti kako su “Elementi” u
nevjerojatno dojmljivoj ilustrativhoj obradi engles-
kog matematicara Olivera Byrnea (1847.) [8] dobar
primjer nastojanja da se neki matematiCki sadrzaj
izloZi zorno, rafiniranim vizualnim sredstvima, pri-
je svega crtezima kod kojih je osobito bitna boja.
Byrne je pritom nastojao da u toj njegovoj slikovnici
bude $to manije teksta’ i da Citatelj sviadava gradivo
otkrivaju¢i Sto se skriva iza njegovog svojevrsnog
slikovnog pisma.

Nasumi¢no smo odabrali za &itatelje MiS-a jednos-
tavan Poucak o simetrali kuta u trokutu™. Slijedeci
Byrneov zapis, pro¢i ¢emo kroz sam dokaz.
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Neke jednostavnije poucke moglo bi se obraditi
i U nastavi matematike. Mozemo ucenicima po-
nuditi prediozak s nekim od poucaka u Byrneovoj
obradi, a njihov zadatak bi bio raspisati dokaz na
standardni nacin, sli¢no kako smo to ovdije u¢inili u

prethodnom primjeru.

Jos nekoliko primjera
iz geometrije

Nakon Pitagorina, vjerojatno je Talesov poucak slje-
deci po popularnosti. Njegova tvrdnja moze se
zapisati bez rijeci na sljiede¢i nacin:

Simetrala kuta trokuta dijeli stranicu na dva dijela ¢ije su duljine
u istom omijeru kao i duljine stranica nad njima.

Dokaz. Nacrtajte pravac tockom B paralelan simetrali CD kuta

JACB i neka on sijeCe produzenu stranicu AC u tocki E. Tada je
JACD =~ JAEB (“Elementi” knjiga |., propozicija 29.).

Nadalje, $DCB = 4CEB i 4DCB =~ 4CBE pa je
JCBE = JCEB.
Slijedi |CE| = |CB| (E. k. |, prop. 6.) te zbog CD||BE slijedi

|CE| : |AC| = |CD| : |EB| (E. k. VL, prop. 2).

No kako je |CE| = |CB|, onda je

|BC| : |AC| = |BD| : |AB| (E. K.V, prop. 7.).

Koja je poruka? Ako srediste trokutu opisane kru-
Znice pripada jednoj njegovoj stranici, onda je taj
trokut pravokutan s pravim kutom naspram te stra-

nice.

A dokaz? Evo i njega bez rijeci:

A obrazlazemo: Trokuti AASC i ACSB su jedna-
kokra¢ni pa je JACS = a a JSCB = f odakle
slijedi JACB = ot + 8 = 90°.
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Na sliede¢im sli¢icama vidimo neke jednostavne
poucke elementarne geometrije dane u obliku “do-

T

kaza bez rije¢i”. Njihovo tumacenje prepustamo
Citateljima.

Zbroj kutova u trokutu

o+ +y = 180°

BT

p
AB || p
o p
A B
Vanjski kut trokuta
at+Bp=vy
4B || p

A B

Poucak o tetivnom ¢etverokutu

o+ y = 180°

1 Sligica je preuzeta iz [10].

210

Povrsina trapeza

a-+c
P = .
2
D ¢ C
v
A a B ¢ E
Povrsina trokuta

P=rs

Kad smo vec¢ kod tih jednostavnih pou¢aka vratimo
se na trenutak onom prvonavedenom koji govori o
zbroju unutarnjih kutova u trokutu. Matematicar i
metodicar dr. Boris Pavkovi¢ rado je navodio “do-
kaz” za koji je ¢uo od naSeg poznatog matema-
tiara dr. Danila Blanuse. Na priloZenoj slici vidimo
Govijeka koji hoda po stazi u obliku trokuta'. Kre-
nuo je iz vrha A i u istom vrhu ¢e i zavrsiti Setnju.
O €emu se radi? PotraZite odgovor na ovo pitanje.
Prepoznajete li u ovome jo$ jedan duhovit dokaz
bez rijeci?

broj 55 / godina 11. / 2010.
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Uz dokaze bez rijeCi jednostavnih geometrijskin
poucaka vrlo su zgodni i vrijedni primjeri rjeSenja
nekih geometrijskih zadataka koji slijede isti trag.
U prvom vidimo odgovor na pitanje koliki je zbroj

Aevo i prelijepog Nelsenova dokaza poznatog Arhimedova zadatka o “krznarskom nozu” ili arbelosu
dokazati da je povrSina A krznarskog noza jednaka povrsini C kruga opisanog nad duzinom QS

A+A +A

=B+ B,

=A+C

A+A+A

12 v Arhimedov zadatak o solienki, Mi$ 43

unutarnjin kutova petokrake zvijezde. Promotrite

odgovor u kojem se bez rije¢i dokazuje da je taj
zbroj jednak 180°.

V2N
\
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5
3

C

p | BD

1+2+3+4+5=180°

12 Valja

=A+C

=A+C+A+G
A=C+C=C
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No, ovdje valja napomenuti kako razni racunalni
programi ovakvim dokazima bez rije¢i dodaju jos
jednu dimenziju, a to je animacija®.

Dokazi bez rije¢i izvedivi su i u geometriji prostora
samo $to je pritom potrebno imati uistinu dobar zor.
Primjer na slici prikazuje (bez rijeci) izvod formule
za obujam pravilne krnje ¢etverostrane piramide™.

b
]h
a
b
= +
a a-b

volumen = abh volumen =

13(a-b)'h

Uocavamo da je

1 h
V = abh + g(a—b)zh = g(az+ab+bz).

Dokaz bez rijeCi u algebri

Geometrijsko predoCavanje algebarskih tvrdnji oso-
bito je bilo rasprostranjeno u staroj Grékoj i gotovo
da bi se moglo govoriti 0 izgradenoj metodi. Pri-
mierice, Nikomah iz Gerase u svojem djelu “Uvod
u aritmetiku” (oko 100 g. pr. Kr.) kaze: Svaki je

13\ primjerice www.normala.hr.
14 Primjer preuzet iz [11].

kvadrat dijagonalom podijelien u dva trokuta i sva-
Ki je kvadratni broj zbroj dvaju uzastopnih trokutnih.
Kvadratni su brojevi cijeli brojevi koji su potpuni
kvadrati, a trokutni brojevi su prirodni brojevi oblika
nn+1)

7
Ova tvrdnja ocito povezuje jednostavnu geometri-

jsku ¢injenicu s jednim algebarskim svojstvom fi-
gurativnih brojeva. Nije li njena istinitost ocita?

Ne mozemo ovdje propustiti a da ne spomenemo
zadatak odredivanja zbroja prvih n uzastopnih pri-
rodnih brojeva. Gaussovim postupkom taj se zbroj
nalazi na sljede¢i nacin: Sve pribrojnike ispiSemo
u dva retka ali obrnutim redoslijedom:

S=1+ 2 4+ 3 +..4+m—-1)+n
S=n+n—-D+n-2)+...+ 2 +1L

Sada se zbrajaju po dva pribrojnika, jedan iznad
drugog i uvijek je zbroj isti, n + 1. Dakle je

1
28 =n(n+1)iodatle S = @

Ovo rijeSenje otvara ideju za lijepu i zornu geomet-
rijsku predodzbu, za “dokaz bez rije¢i”. Kvadrati¢
neka bude broj 1 pa ¢e zbroj 1 +2 +3 + ...n
biti predoCen u obliku nazubljenog trokuta. Dalje

zakljucite sami:

n+1

broj 55 / godina 11. / 2010.



Sliedeca je slika poopcéenje prethodne, ona daje
odgovor na pitanje koliki je zbroj prvih n uzastop-
nih ¢lanova aritmetickog niza.

a, |
a,+d
a,+2d

a1‘+(n—‘1)d
n+1

Vidimo da je taj zbroj jednak

S, = g(al Yar+ (n—1)d) = g(al +ay).

Ujedno primijetite kako se s iste slike moZe ocitati
da je op¢i ¢lan aritmetickog niza ¢iji je prvi ¢lan ay,
a posliednji a, i Cija je razlika (diferencija) jednaka
d, jednak

an=a;+ (n—1)d.

Navedimo sada bez ikakvog komentara primjer do-
kaza bez rijeCi za tvrdnju:
1+3+5+...+2n—1)=n"

Rije¢ima: Zbroj n uzastopnih neparnih prirodnih
brojeva jednak je n2.

1+3+5+...+2n—1)=n"
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