Branimir Daki¢, Zagreb

Obrazovni je sustav opcenito konzervativan dio drustva. Trom je, teSko se mijenja i uglavnom
ne ide ukorak s nekim drugim, brzim promjenama na kakve nailazimo primjerice u podrucjima
tehnike i tehnologija, osobito u razvijenim modernim dinami¢nim drustvima. U njima se osje¢a
jak pritisak na $kolstvo sa zahtjevom za brzom i uc€inkovitijom prilagodbom novim okolnostima.
Dakako, matematic¢ko obrazovanije, bez kojega je danas nemoguce zamisliti bilo kakvu ozbiljnu
djelatnost, osobito istrazivalatku i znanstvenu, pod posebnom je lupom i pred njega se

postavljaju izrazito zahtjevni ciljevi.

Unatrag nekoliko desetlje¢a glavnu rije¢ u mate-
mati¢kom obrazovanju u svijetu imale su razvijene
zemlje Zapadne Europe, jo$ juCer najjaci utjecaj
dopirao je iz Sjeverne Amerike (SAD-a i Kanade), a
¢ini se kako se danas sve vise osluskuje puls Da-
lekog istoka gdje su velika privredna razvijenost i
gospodarski napredak u jakoj ekspanziji. Poznat
je ekonomski fenomen “azijskih tigrova” a moglo bi
se uskoro govoriti o fenomenu “azijskih lavova” u
obrazovanju. Naime, dalekoistoCne su zemlje po-
sliednjih godina najuspjesnije u planetarnim pro-
vjerama matematicke pismenosti, a iz njih dolaze
i najuspjesniji natjecatelji na olimpijadi mladih ma-
tematicara. Te zemlje sustavno skrbe o svojem
obrazovanju opéenito, provode znanstveno teme-

liena istrazivanja Ciji se rezultati ugraduju u Skolsku
praksu. U ovom ¢lanku bit ¢e rije¢i o jednom suv-
remenom didaktickom pristupu nastavi matematike
koji je zasnovan i razraden u Japanu a danas se pri-
hvaca diliem svijeta. Moglo bi se re¢i kako se radio
svojevrsnoj nadogradniji i razradi istaknutog didak-
tickog nacela poznatog kao problemska nastava
u kojoj se znanja usvajaju riesavanjem ucinkovitih i
osmisljenih zadataka.

Urazdobljuod 1971.do 1976. u Japanu je provede-
no viSe vladinih istrazivalackih projekata koji su ima-
li za cilj vrednovati u€inke pojedinih didaktickih pos-
tupaka u nastavi matematike. Jedan takav projekt
promovirao je Otvoreni pristup u¢enju matema-
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Otvoreni pristup
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tike," pristup utemeljen prije svega na rjeSavaniju

zadataka otvorenog tipa*. Matematicar Shige-

ru Shimada iz japanskog Nacionalnog instituta za

Skolstvo vodio je projekt za pracenje ucinaka ovih

novih postupaka. Prije svega tragalo se za od-

govorom na pitanje u kojoj je mijeri taj novi pris-
tup utjecao na razvitak matemati¢kog misljenja te

na sposobnosti ucinkovite primjene matematike u

raznovrsnim prakti¢nim situacijama. U predgovoru

knjizi u kojoj je opisan projekt i navedeni njegovi
rezultati pise:

— Kako je istraZivanje napredovalo, postajali smo
sve uvjerenifi da ucenje na osnovi rjesavanja
problema otvorenog tipa ima velik potencijal za
unapredenje poucavanja i ucenja.

Ista je knjiga 1997. prevede-
na i na engleski jezik® te je
odmah naiSla na snazan od-
jek prije svega u Sjedinjenim
Ameri¢kim Drzavama. U izda-
nju NCTM-a (The National Co-
uncil of Teachers of Mathema-
tics), najve¢e americke i svjets-
ke udruge nastavnika matema-
tike, ona je doZivjela sedam iz-
danja. Ta je knjiga bila i teme-
ljini oslonac autoru ovog Clanka.
Iz nje je pored nekoliko izvornih

navoda preuzeta i vecina primjera kako bi se
Citatelju predocili autenti¢ni problemi i po sadrzaju
i po njihovoj slozenosti.

Napomenimo da je novi japanski obrazovni kuri-
kulum, Koji je stupio na snagu 2002. za osnovne i
2003. za srednje skole, kao aksiom postavio zaht-
jev za novim, otvorenim, pristupom nastavi mate-
matike. Ujedno je japansko Ministarstvo prosvjete
propisalo da se udzbenici matematike imaju neod-
lozno uskladiti s kurikulumom te da sve $kole mora-
ju koristiti samo odobrene udZbenike. Od nastav-
nika se trazi da strogo slijede udZbenik. Tijekom
vremena, nastavnici matematike u Japanu stvorili
su veliku zalihu problema otvorenog tipa i njihovih
didaktickih obrada.

! engl. The open-ended approach

2 engl. The open-ended problem

Sto podrazumijeva “otvoreni
pristup”?

Najbolje je da odgovor na ovo glavno pitanje dade
sam Shigeru Shimada. On kaze:

— Tradicionalni problemi primjenjivani u nastavi ma-
tematike i u osnovnoj i u srednjoj Skoli imaju jed-
nu zajedni¢ku znacCajku: predodreden je jedan
i samo jedan tocan odgovor. Problemi su toli-
ko dobro formulirani da je odgovor ili tocan, ili
netoCan, a tocan moZe biti samo jedan. To su
“potpuni” ili “zatvoreni” problemi.

| nastavlja:

— Probleme koji su formulirani tako da imaju vise
tocnih odgovora zovemo nepotpuni ili otvoreni
problemi. Jednostavno je naci brojne primjere.
U tradicionalnoj nastavi, kada se od ucenika zah-
tijieva da se usredotode na razvitak razlicitih me-
toda, nacina ili pristupa riesavanju danog prob-
lema, a ne na nalaZenje samog rjesenja, ucenici
su na neki nacin suoceni s otvorenim proble-
mom. Jer ono glavno Sto se traZi nije odgo-
vor na sam problem vec¢ postupak za nalazenje
rieSenja. Pritom nemamo samo jedan pristup
vec vise ili mnogo njih. Medutim, ta “otvorenost”
Se gubi ako nastavnik postupa tako kao da pos-
toji samo jedna tocna metoda riesavanja.

Opisujuci zamisao otvorenog pristupa u nastavi
matematike Toshio Sawada, sudionik projekta i
takoder istraziva¢ u japanskom Nacionalnom ins-
titutu za Skolstvo, kaze kako uditelj postavija pred
ucenike problemsku situaciju Cija rieSenja ili odgo-
vori nisu nuZno odredivi na samo jedan nacin. On
dakle ukazuje na raznolikost pristupa problemu ka-
ko bi kod ucenika razvio iskustvo u nalaZenju ili ot-
krivanju novih Cinjenica kombinirajuci ranije usvoje-
no cjelokupno znanje, vjestine i matematicki nacin
mislienja.

Sawada navodi neke prednosti koje pruza otvoreni
pristup u nastavi matematike.

3 Becker P, Jerry, Shimada Shigeru, The Open-Ended Approach: A New Proposal for Teaching Mathematics, NCTM 2007 (7. izdanje).
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1. UCenici sudjeluju aktivnije u obradi gradiva te
ucestalije iskazuju svoje zamisli.

2. UcCenici imaju viSe mogucénosti za obuhvatniju
uporabu svojih matematickih znanja i viestina.

3. Cak i udenici slabijih dostignu¢a mogu reagirati
na problem na neke svoje osobite nacine.

4. UcCenici su prirodno potaknuti za obrazlaganje
tvrdniji.

5. UcCenici stjeCu bogato iskustvo kroz zadovolj-
stvo otkri¢a i priznanje njihovih kolega.

No istovremeno Sawada je svjestan i nedostataka:

1. Nije jednostavno pripremiti smislene matema-
ticke problemske situacije.

2. Nastavniku nije uvijek lako uspjeSno predociti
sam problem. Ucenici ponekad imaju teSkoc¢a
razumijeti kako reagirati i daju odgovore koji su
matematicki beznacajni.

3. Najsposobniji bi u€enici mogli osjetiti nelagodu
zbog svojih odgovora.

4. Ucenici bi mogli pomisliti da je njihovo napre-
dovanije nezadovoljavaju¢e zbog toga Sto nisu
u stanju objediniti sve §to se izlaze.

Nedostaci ¢e se umaniiti raspravi li se potanko sva-
ka nedoumica ili nejasnoc¢a vezana uz samo razu-
mijevanje problema. Nastavnik ¢e nizom pitanja i
potpitanja poticati stjecanje navike ucenika da je
od samog rezultata vaznija analiza problema i me-
toda njegova rjeSavanja. To nece Ciniti izravno ili
sugestivno, ve¢ opéenitije, kao: “Sto je razlog da
ste se odIudili za ovaj postupak?”, “Opisite, kako
ste dosli do rieSenja?” i sl.

Konac¢no rezimirajmo: Problem otvorenog tipa je
problem za koji u trenutku postavljanja nije izvjes-
tan postupak njegova rjeSavanja, koji moze imati
viSe raznih nacina rieSavanja i koji moze imati vise
razliGitih i to¢nih riesenja.

Jedan tipic¢an primjer

Kako bi primjerom ilustrirao §to se podrazumijeva
pod problemom otvorenog tipa, istraziva¢ Yoshihi-
ko Hashimoto navodi sljedec¢i problem:

IS

U prozirnoj posudi koja ima oblik kvadra nalazi se
voda. Kad se posuda postavi na vodoravnu rav-
ninu tako da je jedan njezin brid u toj ravnini, tada
tijelo koje je dio prizme ispod povrsine vode moze
poprimiti razli¢ite oblike &ija povrsina varira.

Poku$ajte otkriti neke invarijantne relacije koje se
odnose na mogu¢ oblik i veli¢inu ovakvog tijela.
IspiSite sve vaSe zakljucke.

Hashimoto navodi nekoliko mogucih odgovora:

1. Neka su a i b duljine bridova okomitih na osnov-
ku. Tada je zbroj a + b stalan.

2. Poloviste M duzine AC je fiksna tocka i spojnica
tocke M s polovistem N stranice nasuprot AC
je fiksna.

3. Ukupna povrsina strana posude koje su ispod
povrsine vode je nepromjenijiva.

4. Ako uvedemo oznake kao na donjoj slici, tada
je umnozak b - ¢ stalan.

D

5. Povrsina vode ima oblik pravokutnika.
Zasto je ovo problem otvorenog tipa? Valja uociti

da je formuliran tako da dopusta vise to¢nih odgo-
vora. S druge strane potpuno je otvoreno pitanje
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obrazlozenja pojedinih zaklju¢aka. Nastavnik mora
za pojedine odgovore traziti argumentaciju.

Ovako prezentiran problem posude predviden je
za obradu u osnovnoj $koli. U nizoj srednjoj Skoli
medutim on se moze prosiriti i postaviti bez ikakvih
ograniCenja. A u visim razredima srednje skole pro-
blem se “zaostrava” ispustanjem uvjeta da je priz-
ma Cetverostrana i da jedan njezin osnovni brid leZi
u horizontalnojravnini. Dakle, od prvotno postavlje-
nog zadatka moguca su poopcéenja u dva smijera,
onako kako je to vidljivo sa sljiedece slike.

Jedan fiksni brid

Promjena oblika
osnovke

Jedan fiksni vrh Jedan fiksni brid

min koS uk/Sut

Toni 36:00 25 9/11  81%
Luka 09:00 2 1/3 33%
Josip 19:00 10 5/7 71%
Ante 25:00 6 2/3 66%
lvan 33:00 31 10/13 76%
Srdan 18:00 9 3/5 60%
Roko 00:00 0

Tonko 22:00 6 2/3  66%
Bruno 03:00 0 0/0 0%
Stipe  18:00 6 1/4 25%
Filip 14:00 6 3/5 60%
Jole 03:00 0 0/0 0%
Uk.— 200:00 101 36/54 67%

Vrste problema

U istraZivanju japanskih matemati¢ara problemi ot-
vorenog tipa klasificiraju se u nekoliko vrsta, pri
¢emu ta klasifikacija nije neka posebnost svojstve-
na samo problemima otvorenog tipa. Prikazimo
nekoliko primjera.

NalaZenje odnosa

Pred uCenike se postavija zadatak odredivanja
odredenih matematickih odnosa ili pravila. Najces-
¢e je rijeC o tome da se analizira odredena skupina
podataka na temelju Cije se analize izvedu odredeni
relevantni zakljucci.

Navedimo primjer.

Dana tablica na dnu stranice prikazuje ucinkovitost
pojedinih igrata momcadi Splita na jednoj koSar-
kaskoj utakmici u najjatem hrvatskom natjecate-
liskom razredu. Momcad Splita pobijedila je u toj
utakmici rezultatom 101 : 79.

za2 za3 slb as iz bl so+sn
9/11  0/0 7/9 6 3 0 440
173 00 00 2 2 0 1+0
57 00 02 2 3 0 3+4
o0 23 00 4 3 0 4+0
6/8  4/5 77 3 3 0 340
0/1 3/4  0/0 1 2 0 0+0
2/3 00 2/3 5 0 0 3+1
oo 00 00 O 1 0 0+0
11 9/3 073 0o 2 3+0
35 00 00 O 0 O 3+0
0/0  0/0 0/0 1 0 0 140

27/39 9/15 20/27 24 19 1 25+5

Oznake u tablici: min (vrijeme koje je igra¢ proveo u igri), ko$ (ukupan broj postignutih koSeva), uk/Sut (koSevi postignuti iz igre), za 2 (Sut
za dvicu), za 3 (Sut za tricu), sl. b (broj koseva postignutih iz slobodnih bacanja), as (broj asistencija), iz (broj izgubljenih lopti), bl (blokade),

s0+sn (skok u obrani + skok u napadu)
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Nakon predocCenja tablice i njezina objasnjenja

moze se postaviti Eitav niz pitanja. Primjerice:

— Koji je igra¢ najviSe pridonio pobjedi svoje
momcadi u ovom susretu?

— Nacinite tablicu pet najuspjesnijin koSarkasa
usporeduju¢i uspjesnost u pojedinim elemen-
tima igre.

— Koja su tri elementa igre najviSe utjecala na re-
zultat?

Klasificiranje

Zadaje se problem koji zahtijeva razvrstavanje po
nekim specificnim karakteristikama sto bi moglo
voditi prema odredenim matemati¢kim koncepti-
ma.

Na slici je prikazano viSe geometrijskih tijela. Koja
medu njima imaju neku zajedniCku osobinu s tije-
lom pod B? Koja je to osobina? Zatim ponovite isti
zadatak za tijelo H.

Mijerenje

U ovoj vrsti problema otvorenog tipa od ucenika
se zahtijeva numericki opis nekog fenomena. Dak-
le ne misli se na standardno mijerenje ve¢ na os-
miSljavanje numerickog modela. U tom je smislu
vrlo neobiCan i zanimljiv sliedeCi primjer:

Svaki od trojice suigraca, A, B i C bacio je na ravnu
podlogu pet kuglica koje su se smirile onako kako
je prikazano na slikama. Pobjednik u ovoj igri je
onaj Cije su se kuglice najmanije rasprsile. Cini se
kako stupanj rasprsenosti opada redom za A, B
C. Izmislite Sto viSe nacina kojima se moze nume-
rickim putem izraziti stupanj rasprsenosti.

Kakvi se odgovori i riesenja uopée mogu ocekivati?

Koji bi kriterij mogao odredivati pobjednika igre?

Moglo bi se rieSenje traziti:

— mijerenjem opsega poligonalne crte;

— mijerenjem povrsine poligona;

— zbrajanjem duljine svih duzina koje spajaju po
dvije od pet toCaka;

— metodom koordinata;

— odredivanjem polumijera najmanje kruznice u
kojoj su smjestene sve tocke; itd.

Zatvoreno pretvoriti u otvoreno

Vrlo Cesto se standardni “zatvoreni” problemi mogu
preoblikovati u probleme otvorenog tipa. Tako se
uz prethodno naveden primjer geometrijskih tijela
uobiCajeno pita:

Koja su od danih tijela piramide? Izdvoji iz te skupi-
ne valjke. Koja su medu tijelima rotacijska? Za koja
od ovih tijela su svi presjeci ravninama paralelnim s
bazom medusobno sukladni? Itd.

Svata pitanja su “zatvorena” a problem se vrlo lako
moze “otvoriti” i postaviti onako kako je to u nave-
denom primijeru.

IS
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Evo jos jednog primjera:

Dan je paralelogram ABCD. Pravac BE, simetra-
la unutarnjeg kuta ABC tog paralelograma, sijeCe
pravac AD utoCki E. Tadaje |AE| = ||AD|—|AB|).
Dokazite!

Ovako formuliran, zadatak je zatvorenog tipa, ali vr-
lo lako moZe se preoblikovati u problem otvorenog
tipa:

Pravac CE simetrala je unutarnjeg, a pravac E'F’
vanjskog kuta paralelograma ABCD. MoZete li od-
rediti neku relaciju izmedu duzina, kutova i trokuta
na slici?

E'

| navedimo jo$ jedan primijer:

Dane su realne funkcije:

@ ) =26 O ()=
2 3. 2 .

© f) =3¢ @ f()=-3x

(e) f(x):%xz; (M) f(x):%x?

Koje sumedu njimarastu¢e? Koje suparne? Odre-
dite skup vrijednosti za svaku od sljede¢ih funkcija.
Prikazite dane funkcije graficki.

Ovako postavljen zadatak jest “zatvoren”. Postav-
lienim pitanjima izravno se provjerava usvojenost
odredenih definicija i Cinjenica i sasvim je jasno ka-
ko ¢e se to provesti. Odgovori su jednoznaéni i oko
njih se nema §to raspravljati.

Medutim, sam zadatak moze se preoblikovatiu “ot-
voreni”. Jednostavno ¢emo niz pitanja zamijeniti
sa: Ispisi Sto je viSe moguce zajednickih svojstava
Sto ih imaju dvije ili viSe danih funkcija.

Organizacija rada

Sama organizacija rada na rigSavanju problema ot-
vorenog tipa ne razlikuje se bitno od one koja je
uobicajena kod grupnog rada.

Tri su osnovne etape.

Prva: Nastavnik izlaZe pripremljeni problem. Uce-
nici postavljaju pitanja i svojim komentarima prido-
nose njegovu razjasnjavanju i razumijevanju. Sva-
ki u¢enik zatim zapisuje svoju ideju za rjeSavanije.
Nastavnik zatim prikuplja zabiljeske, letimice ih pre-
gleda i formira radne grupe od Cetiri u¢enika.

Druga: Ucenici rade u grupama.

Treca: Prezentiraju se radovi pojedinih grupa, ob-
razlazu metode rjeSavanja, usporeduju rezultati.
Slijedi rasprava nakon koje se iskristalizira konacan
cjelovit odgovor na postavljeni problem.

Jo$ nekoliko primjera

1) Dan je pravokutnik ABCD. Pravac EF prolazi
sjecistem dijagonala pravokutnika.

A F D

B E C

(@) Nadite sto je viSe moguce razli¢itih geomet-
rijskih likova na slici.

(b) Odaberite neka dva od nadenih likova i po-
kusajte ih usporediti. UocCavate li neko pra-
vilo koje se odnosi na njihovu veli¢inu ili po-
lozaj?

2) Konstruirajte pravokutnik ¢ije su dimenzije (du-
liina i 8irina) dvostruko ve¢e od dimenzija za-
danog pravokutnika. PokusSajte to provesti na
Sto viSe razlicitih nacina. OpisSite rije¢ima svoje
postupke.

3) Na sljedecim slikama prikazani su grafovi neko-
liko funkcija:
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Razvrstajte te grafove u dvije skupine, u prvoj
neka budu oni koji imaju ista matematic¢ka svoj-
stva kao i graf pod A, a u drugoj oni koji to
nemaju. Nadite Sto viSe razliCith metoda za
klasificiranje i objasnite na koji ste nacin proveli
razvrstavanje.

Odaberi neku drugu od prikazanih funkcija pa
provedite | za nju isti zadatak.

4) Problem jednosmjernog prometa. Kao Sto je
prikazano na slici, ceste uz dvije obale rijeke
jednosmijerne su i suprotnih su smjerova. Na
jednakim razmacima izgradeno je viSe mostova
kojima je dopusten promet u oba smjera.

B

EEEENEEEEDN

rae

Automobili se mogu kretati na dva nacina:
(@) mogu se kretati cestom, za m jedinica od
jednog do drugog mosta, pri ¢emu je m nene-
gativan cijeli broj i (b) mogu prelaziti most.

Neka je O ishodiSna to¢ka na jednojod cesta. A
—
i B su neke druge tocke na cestama i OA znaci

- = —
kretanje od O do A. Pod OC = OA + OB misli
se na kretanje od O do A, nakon kojeg slijedi
kretanje od A do C na isti nacin kao $to bi bilo
kretanje od O do B.

Koju strukturu ima ovo zbrajanje?

5) Priredite dva kruga A i B razlicitih veli¢ina. Is-

pisite brojeve 0, 1, 2, 3, i 4 uz njihove rubove i
to na jednakim razmacima (lijeva slika). Poklo-
pite krugove i spojite njihova sredista tako da se
krugovi mogu vrtjeti oko njih.
RacCunska operacija zbrajanja 3 ¢ 4 uz uporabu
dvaju krugova definira se na sljedec¢i nacin: broj
3 kruga A postavi se uz broj 0 na krugu B. Zatim
se na krugu A ocita rezultat: to je onaj broj koji
je uz 4 na krugu B (desna slika).

SRS

Nadite Sto viSe pravila za ovako definiranu ope-
raciju & na skupu S = {0, 1,2,3,4}.

Na kraju

U tradicionalnoj nastavi matematike previadavaju
zadaci u kojima se pitanje postavlja izravno: Ko-
liko je...?, Izracunajte!, RijeSite jednadzbu!, Do-
kazite! isl. Pri rjeSavanju najcesce se primjenjuje
prethodno usvojen algoritam. Zadaci se razliku-
ju po slozenosti ali ne i idejno. Suvremena nas-
tava uvazava novu ulogu matematike, prije svega
njezinu uporabu pri matematickom modeliranju i
rieSavanju stvarnih zivotnih problema. Mijenja se i
didaktika ovog nastavnog predmeta. Oslobada se
dogmaticnosti ¢ime se nastavniku daje veca slo-
boda, a njegova kreativnost moze doci do punog
izrazaja. U prvi plan dolazi u€enik i to ne samo kao
pasivni sudionik ve¢ i kao aktivni stvaralac procesa
obucavanja. U tom smislu problem otvorenog tipa
snazno je i u¢inkovito didakti¢ko orude.

mmil
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