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Jasno se uocava da je broj korisnika interneta u
stalnom porastu. Mozemo li na temelju analize
podataka koji se mogu iS€itati s dijagrama proci-
jeniti koliki ¢e biti broj korisnika interneta u blizoj
buducnosti, u nekoliko narednih godina?

Ovakva razmiSljanja u praksi nisu rijetkost. Na-
ime, promatranjem nekog prirodnog ili drustvenog
fenomena ili pojave i pri raznim eksperimentima
prikupljaju se podaci ¢ijom se obradom zeli dodi
do odredenih zakljuGaka korisnih za predvidanje
i planiranje budu¢ih dogadanja. Rezultat obrade
najceSce se iskazuje matematickim opisom koji na-
zivamo matematickim modelom te pojave ili eks-
perimenta. Matematic¢ki modeli po obliku mogu
biti raznovrsni, Cesto su to neke elementarne re-
alne funkcije koje na najbolji nacin aproksimiraju
prikupljene podatke. Na slici 2. vidimo neki skup
podataka prikazan na zaslonu grafickog kalkula-
tora to¢kama u koordinatnoj ravnini. Na slici 3.
polozen je pravac koji je tim toc¢kama, kako se ¢in,
dobro prilagoden.

Branimir Dakic,

2495455 Ela Rac Marini¢ Kragi¢, Zagreb

Hrvatska agencija za postu i elekt-
ronitke komunikacije (HAKOM) u
svojem godiSnjem izvjeS¢u o radu
za 2009. godinu daje i sliededi
dijagram kojim je zorno prikazan
broj korisnika interneta u Republici
Hrvatskoj od 2003. do 2009.
godine.

2009.

Slika 1.

Kako za dani skup toc¢aka (podataka) odrediti op-
timalno rjesenje, pravac (linearnu funkciju) koji ga
najbolje aproksimira, problem je koji se zove pro-
blem linearne regresije, a sam pravac — pravac
regresije. U konkretnom primjeru takav je pravac
jedinstven a metoda prema kojoj se on odreduje
jest metoda najmanijih kvadrata.

No, smisao ovog Clanka nije eksplicitno uvodenje
statistiCkin pojmova i obrada statistickih kriterija.
Stoga se ograni¢imo na samo “tehniCko” rieSenje
s ciljlem boljeg razumijevanja elementarnih realnih
funkcija i ukazivanja na njinovu prakti¢nu primjenu.

Slika 2. Slika 3.
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Danas postoje vrlo u¢inkoviti i jednostavni radunalni
programi za rieSavanje problema regresije. Ta se
procedura moze izvesti i bilo kojim grafi¢kim kal-
kulatorom. Kako, bit ¢e prikazano u daljem teks-
tu. U drugom dijelu ¢lanka prikazat ¢emo ukratko i
rieSenje istin primjera primjenom vrlo jednostavne i
ucinkovite GeoGebre.

Vratimo se sada nasem primjeru s poCetka. Podat-
ke iz dijagrama ispiSimo u tablicu. U prvom njezi-
nom retku zapisana je godina u smislu 200n-ta, a
u drugi redak unesen je broj korisnika u milijunima.

ot 010

1.265
1.375
1.584
1.685
1.9954
1.24442
1.4955
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Podatke iz tablice unesemo u kalkulator (slika 4.)
pa ih prikazemo kao toCke u koordinatnoj ravnini
(slka b.).
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Slika 4. Slika 5.

Nakon toga od kalkulatora zatrazimo odredivanje
pravca regresije. Na zaslonu se pojavljuje riesenje
(slka 6.).

Linkea

J=axth
a=.2A26335714
b=.5524353

re=, 9782657461
r=. 92398731733

Slika 7.

Slika 6.

Vidimo da jednadzba pravca regresije glasi
y = 0.2086¢+ 0.5545(koeficijenti ai b zaokruzeni
su na Cetiri decimale). Napokon mozemo zahtije-
vati i ucrtavanje tog pravca na sliku 5. kako bi se
i zorno predocila prilagodba pravca danog skupa
podataka (slika 7.).

Nas bi zakljuCak glasio: Promatramo li porast broja
korisnika interneta u Hrvatskoj u razdoblju od 2003.
do 2009. godine, mozemo procijeniti, uz pretpos-
tavku da je taj porast linearan, da se odvija po
funkciji y = 0.20861 + 0.5545 Koliko je ta proc-
jena to¢na moglo bi se provijeriti uvidom u podatke
HAKOM-a. Je li broj korisnika u 2010. bio priblizno
26405007 Provjerite!

Primijetimo da se na zaslonu kalkulatora pri ispisu
koeficijenata a i b u jednadzbi pravca regresije po-
javioibrojr. Koje je njegovo znaenje? Taj broj, za
koji vrijedi —1 < r < 1, jest koeficijent korelaci-
je i statistiCka je mjera uspjesnosti, pokazuje koliko
dobro dobiveni pravac regresije “pokriva” podatke.
Sto je njegova apsolutna vrijednost bliza 1, rezultat
je bolji. Kad je |r| = 1, sve su toCke na pravcu
regresije. Ako je I blizu nule, “pokrivanje” je slabo.
Primijetimo jo$ da je predznak koeficijenta korela-
cije uvijek isti kao i predznak koeficijenta smjera
pravca regresije.

Zaustavna duljina vozila
na suhoj cesti

Koliki put prijede automobil nakon $to je vozac pri
nekoj brzini primijetio ispred sebe na cesti prepre-
ku te pritisnuo papucicu kocnice? Sljedeci prikaz
nacinjen je na temelju mjerenja. Zelenom bojom
prikazana je duljina koCenja na suhoj, a plavom
bojom na vlaznoj cesti.

Duljinatraga ko¢enja o¢ito ovisi o brzini kojom se to
vozilo kretalo u trenutku ko¢enja. Razmotrimo situ-
aciju ako je cesta suha. Odredimo pravac regresije
koji ¢e biti matematicki model za opis ovisnosti za-
ustavne duljine o brzini kretanja vozila. Postupamo
kao u prethodnom primjeru.
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Slika 11. Slika 12.

Odmah se uoCava da je kvadratna funkcija y =
g 0.0059%¢ + 0.1872 — 0.1375 (koeficijenti su za-
okruzeni na Cetiri decimale) gotovo idealan model
za opis ovisnosti duljine kocenja nekog automobila
0 brzini njegova kretanja. Naime, koeficijent r je
gotovo jednak 1.
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Slika 8.
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Podatke iz grafitkog prikaza (slika 8) unesimo E;EEEEETEEEIF

u kalkulator i potom ih prikazimo odgovaraju¢im b=. 1872273383

toCkama u koordinatnom sustavu. EE; %gggggg%g%
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z0  fanns a ® Naravno, moglo se postaviti i pitanje eksponenci-

Slika 9. Slika 10.

Kalkulatorom odredimo sada pravac regresije. Va-
rijabla X jest brzina kretanja automobila u trenutku
koCenja, a 'y je zaustavna duljina. Kako su te toCke
rasporedene, vidimo na slici 10. Sljedeca slika da-
je rjeSenje problema a na onoj koja slijedi mozemo
sagledati uspjesnost prilagodbe pravca regresije
danim podacima.

Vizualni je dojam da dobiveni pravac y = 1.08x —
28.4 dobro aproksimira podatke a to pokazuje i
koeficijent korelacije (r = 0.989628418% No
pazljivijim promatranjem slike 10. stjeCe se dojam
kako bismo mogli dobiti bolju prilagodbu ako bi
funkcija bila, primjerice kvadratna. Odnosno, &ini
se kako bi mogla postojati parabola koja bi bolje
prilegla to¢kama. Moguce je postupcima koji su
na kalkulatoru isti kao i za linearnu regresiju odre-
diti kvadratnu funkciju koja bi se od svih kvadratnih
funkcija najbolje prilagodila podacima.

jalne regresije, odredivanja eksponencijalnog mo-
dela, jer i on se prema slici namec¢e kao mogucée
rieSenje. To je takoder zadatak lako provediv kal-
kulatorom i rjeSenja se vide na slikama 15.1 16.

Slika 15. Slika 16.

Funkcija y = 6.3865- (1.025)* takoder dobro ap-
roksimira dane podatke, ali nesto slabije od linear-
ne a jos slabije od kvadratne.

Na slici 8. vidimo podatke o duljini koCenja na
vlaznoj cesti. Mogli bismo nadiniti analizu poda-
taka sliénu onoj za suhu cestu i odrediti krivulju
regresije na analogan nacin.
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Sparina

U MiS-u 56. u &lanku “Citamo graf” naveden je i pri-
mjer naslovljen sa Sparina. Naime, o tome kolika je
temperatura zraka i kolika je relativna vlaznost zraka
ovisi osjecamo li se ugodno ili ne. Na prilozenoj sli-
ci 14. uodljiva je granica izmedu ugodnog i sparnog
vremena. Relativna viaznost izrazena je u postoci-
ma, temperatura zraka u Celzijevim stupnjevima.

sparno

ugodno

temperatura (°C)

Slika 17.

Postavljeno je viSe pitanja kojima je svrha ustano-
viti U kojoj se mjeri ucenici snalaze u Citanju raznih
grafickih prikaza u koordinatnoj ravnini. Iskoristimo
isti primjer za odredivanje jednadZbe krivulje ko-
ja razdvaja podrucja sparine i ugodnog vremena.
Taj zadatak rije$imo na nacin kako je to radeno u
prethodnim dvama primjerima.

Uocimo nekoliko posebnih tocaka krivulje koja raz-
dvaja podrucja ugode i sparine:

(18,90), (24,60), (30,45), (32 40), (38,30).

Unesimo podatke u kalkulator i pogledajmo na zas-
lonu kako su u koordinatnoj ravnini rasporedene
odgovarajuce tocke (Slike 18.119.):
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Slika 18. Slika 19.

40

Pretpostavimo da se logaritamska krivulja oblika
y = a+ bInxdobro prilagoduje podacima kojima
raspolazemo. Evo kako izgleda rjeSenje dobiveno
uz pomoc¢ kalkulatora:

LnRega

g=gthlnx

a= L FEFIEEZ
b=-8Q, 22936228
re=, 9240424027
r=-.9919891172
[ |

Slika 20. Slika 21.

Dakle od svih krivulja Cija je jednadzba obli-
kay = a+ blnx podatke najbolje “pokriva”
krivuliay = —80Inx + 319

Provjerimo daje li kvadratna regresija bolji re-
zultat:

HuadRea
a=gxE+thx+

a=. 1ASE 159955
b=-9, 881773732
c=215, 9359296
Re=,995404 1999

ra Ll

Slika 23

Slika 22.

Graniéna krivulja ima jednadzbu y = 0.1086¢ —
9x + 216i bolje je riesenje problema.

Mogli bismo naci jo$ primjera poput triju prikazanih
ali vierujemo kako su ve¢ i ovi odabrani posluzili svr-
si. Ponovimo jos jednom da, jer se radi o gradivu
2. razreda srednje Skole, teziSte stavljamo na ras-
poznavanje elementarnih realnih funkcija i njihovih
svojstava te ukazivanje na realne situacije u koji-
ma se te funkcije pojavijuju kao njihov svojevrsni
matematicki opis.

Zasigurno se mozemo sloziti kako su graficki kalku-
latori spretni i vrlo pogodni za rjesavanje opisanih i
njima sli¢nih zadataka. No, kao $to smo ve¢ spo-
menuli, postoje i razni jednostavni racunalni prog-
rami koji uspjesno rjeSavaju iste probleme aimaju i
neke prednosti od kojih je jedna i znatno kvalitetnija
slika.
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GeoGebra 3.2 ima Citavu paletu naredaba za odre-
divanje pribliznih funkcija koje najbolje opisuju skup
podataka (to¢aka) koje su zadane. Takve se na-
redbe u GeoGebri zovu Prilagodbe: Prilagodba-
Eksponencijalna, Prilagodbalinearna, Prilagodba-
LinearnaX, Prilagodbalogaritamska, Prilagodbalo-
gisticka, PrilagodbaPolinomna, PrilagodbaPotenci-
jsSka, PrilagodbaSinusna.

Pravac regresije mozemo konstruirati i alatom iz

alatne trake: /:z‘ — dovoljno je oznaciti alat pa

lijevom tipkom miSa prevuci sivi pravokutnik pre-
ko Zeljenih toCaka i program ¢e konstruirati pravac
regresije. U algebarskom prozoru mozemo oditati
njegovu jednadZbu i prebaciti ga u eksplicitni zapis.

Pravac regresije mozemo dobiti i pomoc¢u nareda-
ba Prilagodbalinearna ali i kao graf funkcije Pri-
lagodbaPolinomna iz trake za unos. Potrebno je
prvo u tablicu unijeti podatke kao Sto je prikaza-
no na slici. Redne brojeve godina mozemo unije-
ti i pomocu relativnog kopiranja — oznac¢imo prva
dva broja pa povu¢emo plavi kvadrati¢ do celije
A7. Oznagimo oba stupca poviaceci pritisnutu
desnu tipku misa. Zatim kliknemo desnom tipkom
miSa bilo gdje na ozna¢eno podrucje i iz pada-
ju¢eg izbornika izaberemo /zradi listu tocaka. U
algebarskom prikazu pojavi se lista? koja sadrzi niz
toCaka, a isti niz toCaka prikaze se u grafickom

prikazu numerirano Py, Po,...,P7. U traku za
unos upisemo Prilagodbalinearnallistal] odnos-
no PrilagodbaPolinomnallistal,1] ako zelimo raz-
matrati funkciju a ne pravac. Tako ¢emo lakse
i izraCunati broj korisnika u 2010. godini — samo
upisemo f (10) u traku za unos. Za koeficijent kore-
lacije upis$imo r = Koef icijentKorelacijeflistal].
Primijetit ¢emo da svi podaci odgovaraju podaci-
ma na zaslonu kalkulatora, osim broja korisnika u
2010. do Cega je doslo zbog greske prilikom zaok-
ruzivanja na 4 decimalna mjesta.

Kod drugog je primjera nakon unosa podataka u
tablicu i izrade liste to€aka dovoljno upisati samo
dvije naredbe:

PrilagodbaPolinomna(lista,1]
— daje linearnu prilagodbu

PrilagodbaPolinomnallistal,2]
— daje kvadratnu prilagodbu

Kako bismo vidjeli tocke u grafic¢kom prikazu mo-
ramo stezati X i y os (drzeéi pritisnutu tipku Shift
poviacimo strelicom miSa os X ili os y prema isho-
distu, a u svojstvima grafickog prikaza namjestimo
dax0Os:yOsbudel: 1

Ve¢ i prostim okom uocCit ¢emo da je kvadratna
prilagodba puno preciznija od linearne.

U ovakvim je sluCajevima zaslon racunala uz upo-
trebu programa GeoGebra puno prakticniji od gra-

® GeoGebra El@
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A * . 4 *|lllagc Pomicanje @
R e il el |l | ! GJ Ov \ \'\v il 'i'v Poviatite ili odaberite objekte (Esc) S
23 Nezavisni objekti My A B
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O ary=0.20863x + 0.55454 IX 8 K = = s asr
@ f(x) = 0.20863 x + 0.55454 3) :
@ listal = {(3, 1.265), (4, 1.375), (5, 3 5 1584
O r=0.98907 4 6| 1.85
5 7| 1.9954
6 8| 22444
7 9| 24955
8
0 > 9 ~
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@ Unos: 1 2 vHu VHPrilagodbaLo.. v

Slika 24.
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fickog kalkulatora. Naime, mozemo zajedno imati
sve grafove i usporedivati ih. S obzirom na puno
bolju preglednost i rezoluciju preciznije ¢emo do-
nositi zaklju¢ke o tome koja se od funkcija bolje
prilagodila zadanim podacima. Takoder mozemo
lako izratunati zbroj (f (%) — ¥i)?. U ovom sluéaju
dovoljno je samo u prvu éeliju C1 upisati f (Al)
a zatim relativno kopirati. Ponovno u ¢eliju D1
upi&imo (C1—B1)?i relativno kopirajmo. Naredba
Zbroj[D1 : D6] izratunat ¢e nam trazeni zbroj ko-
ji za kvadratnu prilagodbu u ovom primjeru iznosi
samo 0.0010641787

ezavisni objekti
avisni objekti
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’ b=10.01884 80
) ©=1.80339

b f(x) = 318.92736 - 80.22936 In(x)
b g(x) = 0.10862 x* - 9.00178 X + 215.93593 | 70.
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Slika 25.

U tre¢em primjeru prikazane su logaritamska (crve-
na), kvadratna (zelena) i logisticka (crna) regresije.
Istrazivanjem zbroja najmanijih kvadrata (f (X)) —
¥i)? za pojedinu funkciju: 34.78755 10.01884i
1.80339dolazi se do zaklju¢ka da je najbolja pri-
lagodba logisticka. To mozemo zakljuciti i proma-
tranjem triju prikazanih grafova. Logisticka funkci-

ja je funkcija oblika h(x) = T b U ovom

primjeru logisticka funkcija je dana jednadzbom
h(x)

~ 1 096700263k

Slika 26.



