IS}

Hipokratove lunule

Branimir Daki¢, Zagreb

Kvadratura lika

Problem konstrukcije kvadrata &ija je povrsina jed-
naka povrSini nekog lika u ravnini poznat je kao
problem kvadrature lika. Pod pojmom “konstruk-
cija” podrazumijeva se ona geometrijska konstruk-
cija pri Cijoj se provedbi rabe iskljucivo ravnalo i
Sestar, odnosno pravac i kruznica bilo kojeg po-
lumjera. Zadatke ove vrste nije tesko rijesiti ako
trebamo “kvadrirati” neki mnogokut. Pa pogledaj-
mo kako se to moze uciniti.

Neka je dan pravokutnik ABCD sa stranicama du-
liina a i b. Konstruirajmo kvadrat povr§inom jednak
tom pravokutniku.

F

Na pravcu DC odredimo to¢ku E, tako da je
|CE| = b. Nad duzinom DE opi§imo kruZnicu. U
tocki C postavimo okomicu naistu duzinu. Tocka F
sjeciéte je te okomice | kruznice. Duzina CF stra-
nica je kvadrata Cija je povrSina jednaka povrsini
pravokutnika ABCD. Naime, vrijedi: |DC| = a te
|CE| = b papo Euklidovu poucku, koji kaze da je
visina na hipotenuzu pravokutnog trokuta geome-

trijska sredina odsjeCaka na koje njezino noziste
dijeli hipotenuzu, imamo

|CF* =a-b.

Primijetimo samo da je trokut DEF pravokutan pre-
ma Talesovu poucku o obodnom kutu nad prom-
jerom kruznice.

Kvadratura pravokutnika drugi je korak u kvadraturi
trokuta. Prvo dani trokut pretvorimo u pravokutnik
jednake povrsine, a to je uistinu vrlo jednostavna
konstrukcija:

C

N u M
ul

A D B

Neka je dan trokut ABC. Odredimo poloviste visine
CD pakonstruirajmo pravokutnik ABMN. Povr§ina
tog pravokutnika jednaka je povrsini trokuta ABC:

P(ABMN) = |AB] - %|CD| = P(AABC).

17



zanimljiva matematika

18

Sada za dobiveni pravokutnik ve¢ poznatim pos-
tupkom konstruiramo kvadrat jednake povrsine.

Kako kvadrirati bilo koji mnogokut? Niti na ovo pi-
tanje nije teSko doc¢i do odgovora. Prikazimo kako
to uciniti za bilo koji Cetverokut ABCD.

C
D ¢
a
A a,
a;

Dijagonalom AC podijelimo &etverokut na dva tro-
kuta. Neka je P(AABC) = Py, P(AACD) = P;.
Za svaki od dva trokuta konstruirajmo kvadrate jed-
nakih povrsina. Neka su duljine stranica tih kvadra-
ta jednake a; i ap. Konstruirajmo sada pravokutni
trokut s katetama duljina a; i a,. Hipotenuza a tog
trokuta stranica je kvadrata povr§inom jednakog
Cetverokutu ABCD. Naime vrijedi:

a> =a; +a; = P, + P, = P(ABCD).

Kako mnogokut mozemo dijagonalama iz jednog
vrha izrezati na trokute, jasno je na koji se nacin
moze provesti konstrukcija njegove pretvorbe u
kvadrat jednake povrsine.

Sve ovo §to je izloZzeno, jednostavno je i odavna
poznato. Prirodno je Sto se nadovezalo pitanje
konstrukcije kvadrata povrSinom jednakom nekom
liku u ravnini koji je omeden zakrivljenim crtama,
prije svega kruznim. Tako se pojavio i naoko po
zahtjevnosti najjednostavniji problem odredivanja
kvadrata cija je povr§ina jednaka povrSini danog
kruga. Jedan je to iz trojke Cuvenih antickih proble-
ma, poznat kao kvadratura kruga. Ostala su dva
trisekcija kuta i podvostru¢enje kocke (poznat
jo$ i kao Delijski problem), od kojih prvi zahtije-
va konstrukciju kojom bi se dani kut podijelio na tri

sukladna kuta, a drugi odredivanje brida kocke koja
bi imala dvostruko veéi obujam od obujma zada-
ne kocke. | opet naglaSavamo kako “konstruirati”
znaci koristiti se isklju¢ivo ravnalom i Sestarom.

Nijedan od triju navedenih problema uz dano og-
rani¢enije nije rjesiv. To je relativno jednostavno do-
kazati za trisekciju kuta i podvostrucenije kocke, ali
za kvadraturu kruga bas i ne. Naime, problem se
sastoji u tome da se za krug polumijera r konstruira
kvadrat s duljinom stranice a, tako da vrijedi:

rm=a.

Valja dakle konstruirati duZinu duljine a = r/7.
Umnozak dviju duzina nije problem konstruirati. Ni-
je problem konstruirati ni duzinu koja je korijen iz
neke duzine. Ali ono §to je nemoguce jest konstru-
irati duzinu duljine . Upravo je ta ¢injenica razlog
zbog kojeg je kvadratura kruga “nemoguca misi-
ja". Dokaz da je to tako uslijedio je tek u 19. st.
kad su se razvila do tada nepoznata matematicka
znanja, posebice iz podrucja algebre, znanja koja
su probleme geometrijskih konstrukcija povezali s
rieSivoscéu algebarskih i transcedentnih jednadzbi.
Naime, svi su konstruktibilni brojevi algebarski, t].
korijeni su algebarskih jednadzbi s racionalnim ko-
eficijentima. Godine 1882. njemacki matematicar
Ferdinand Lindemann (1852. — 1939.) dokazao je
da je broj & transcedentan, da nije dakle korijen
nikoje algebarske jednadZbe s racionalnim koefici-
jentima pa je time ujedno dokazano kako nije mo-
guce ravnalom i Sestarom konstruirati duzinu &ija je
duljina jednaka &. Drugim rijeCima, problem kvad-
rature kruga je nerjesiv.

Malo povijesti

Kvadratura kruga vrlo je star problem i tijekom sto-
lie¢a njime su se bavili mnogi matematicari, ali i
brojni amateri od kojih su mnogi, ne razumjevsi
matemati¢ku argumentaciju, naivno vjerovali da su
pronaslirieSenje. Poznata su razna aproksimativna
rieSenja, od kojih evo jednog od jednostavnijih ko-
je je vjerojatno nadahnuto Arhimedovim rezultatom

dajem~ 3-:
aje 7
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E F

Neka je AB promier kruga sa sreditem u todki S
i polumjerom r. Duzinu AB podijelimo na 14 jed-
nakih dijelova te odredimo na njoj tocku C koja je
dijeli u omjeru 11 : 3. PoloZimo zatim okomicu u
tocki C na AB i neka ona kruznicu sijeCe u tocki
D. 1 konacno, konstruirajmo kvadrat EFDA nad
duzinom AD. Povr$ina ovog kvadrata priblizno je
jednaka povrsini kruga.

Primijetimo da je trokut ABD pravokutan s pra-
vim kutom pri vthu D (Talesov poucak). | sada
ratunamo:

P(EFDA) = (Euklidov poucak)

11
MDF:MM-MQ:ZWiﬁr

:?ﬁzammw?

UoCavamo kako je ovom jednostavnom konstruk-
cijom relativno dobro “kvadriran” dani krug jer je
postignuta to¢nost broja 7 na dvije decimale.

Dodajmo na kraju ovog dijela kako je danas sin-
tagma “kvadratura kruga” op¢a metafora za neki
problem ili zadatak za koji je intuitivho jasno da je
nerjesiv ili neprovediv pa se ¢esto rabi u novinskim
napisima kao svojevrstan oblik zornosti.

Nas$ je cilj u ovom €lanku prikazati neke zanimljive
probleme kojima se medu prvima bavio grcki filozof
i matematiCar Hipokrat iz Hiosa i u kojima se pro-
vodi kvadratura lunula. Lunule su konkavni dijelovi
ravnine omedeni lukovima dviju kruznica.

Recimo koju rije¢ i o samom Hipokratu, premda o
njemu bas i nema pouzdanih i osobitih povijesnih
tragova. Roden je na malom otoku Hiosu u Egejs-
kom moru. Zivio je u 5. stolieéu prije Krista i bavio
se, kao i Tales, trgovinom “na veliko”. U povijes-
nim zapisima moze se procitati kako je bio naivan
pa su ga neki kupci izvarali. Druga prica kaze da
su njegove brodove krcate robom opljackali gusa-
ri. Bilo kako bilo, oCajan i osiromasSen zaputio se
u Atenu ne bi li nasao pravicu i oporavio svoj ime-
tak. Pri tom traganju, koje je potrajalo, Hipokrat
je upoznao neke mudre ljude koji su ga zaveli na
izuCavanje geometrije. U tome je bio neusporedi-
vo uspjesniji nego li u trgovini. Danas se Hipokrata
smatra jednim od najve¢ih geometricara u povijes-
ti. Bio je prvi (prije Euklida) koji je poku$ao posloziti
geometriju u deduktivan logiCki sustav i prema ne-
kim povijesnim tragovima napisao je kapitalno djelo
“Osnove geometrije”, koje nazalost nije saCuvano.
Danas je Hipokrat najpoznatiji po svojim radovima
o lunulama pa se tako uvijek kad je o njima rije¢
govori o Hipokratovim lunulama. Ti su njegovi
radovi najvjerojatnije potaknuti rieSavanjem proble-
ma kvadrature kruga u ¢iju je rieSivost Hipokrat bio
uvjeren upravo zbog uspjelin kvadratura lunula.

Vjeruje se kako je Hipokrat poznavao tri vrste lunula
i rijeSio problem njihove kvadrature. Prvi je problem
vezan uz jednakokraCan pravokutni trokut.

Kvadratura lunule

Trokut ASB je jednakokraCan i pravokutan. Kruznica
oko S koja prolazi tockama A i B i polukruznica nad
AB odreduju lunulu. Dokazimo da je povrsina lu-
nule (plavo) jednaka povrsini trokuta (Zuto).

Prvo ¢emo pokazati da je povrSina (P;) polu-

kruga nad AB jednaka povrdini (P,) kruznog is-
1 22 2

jecka ASB: P = 3 <%) T = azn. A ocito

1
je P, = Z-azntejePl = P,.
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Kad i od Py i od P, oduzmemo povrsinu kruznog
odsjeCka (zeleno) dobit ¢emo isto, a to je i bila
tvrdnja.

Drugi je primjer vezan uz trapez.

Neka je dan jednakokracan trapez Cije su duljine
stranica u sljede¢em omjeru |AB| : |BC| : |CD| :
IDA|=+v3:1:1:1.

Trapezu opiSimo kruznicu (to je izvedivo za svaki
jednakokracan trapez) sa sredistem u tocki S. Za-
tim konstruirajmo trokut ABE koiji je sli¢an trokutu
ASD.

Zbroj povrsina triju sukladnih odsjecaka (zeleno)
kruga sa sreditem S i s osnovkama AD, DC i CB
jednak je povrsini odsjec¢ka (koji im je sli¢an s ko-
eficijentom sli¢nosti v/3) kruga sa sredistem u E

i s osnovkom AB (zuto). Dakle, povrsina trapeza
ABCD jednaka je povrsini obojane lunule (plavo).

Jos se jedna vrsta lunula pripisuje Hipokratu iz Hi-
osa. U njima je konstrukcija lunule vezana uz kon-
kavni peterokut kojem su duljine uzastopnih strani-

cauomijeruv3:v3:v2:v2: V2.

Ruski matematicari Cebotarjov i Dorodnov pokaza-
li su kako se ovaj niz zaklju€uje s lunulama kons-
truiranim za Sesterokut i osmerokut. No ova dva
sluéaja, kao i tre¢i Hipokratov, dovoljno su sloZzena
pa ih ovdje ne obradujemo, a Citatelje koje to zani-
ma upucéujemo na [5].

Tri zadatka

U Skolskoj matematici, ¢ak i na razini osnovne
Skole, povijesni zadaci vezani uz krug i kruZnicu
mogu osvjeZiti nastavu matematike i doprinijeti poti-
caju interesa za ucenje matematike. Umijesto Sturih
racunskih zadataka znatno su sadrzajniji oni “Cisto”
geometrijski.

Takva su prije svega dva vrlo poznata, jednostav-
na i lijepa Arhimedova zadatka vezana uz povrsine
likova omedenih kruznim lukovima. | jedan i drugi
nasli su svoje mjesto u MiS-u i to uz temu Dokazi
bez rijedi, Soljenka u MiS-u 41 (str. 15.), a Arbelos ili
krznarski noZ u MiS-u 55 (str. 211.). U prvom valja
dokazati kako je povrsina “soljenke” (plavo) jedna-
ka povrsini kruga omedenog crvenom kruznicom,
a u drugom da je povrsina “krznarskog noza” ili ar-
belosa (naranc¢asto) jednaka povrsini kruga Ciji je
promjer duzina CD.
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Vrlo je poznat i sljedeci zadatak, usko povezan s
Hipokratovom prvom lunulom: Polukruznice opi-
sane nad katetama pravokutnog trokuta i poluk-
ruznica opisana nad hipotenuzom odreduju dvije
lunule (plava i zelena). Zbroj povrsina tih lunula
jednaka je povrsini trokuta (Zuto).

Prvo uoc¢imo da je zbroj povrsina polukrugova nad
katetama a i b jednak povrsini polukruga nad hi-
potenuzom ¢, §to izravno proistieCe iz Pitago-
rina poucka. Naime, pomnozimo li jednakost
a* + b* = ¢* sa /8, dobit Gemo:

NGRSO
2 \2 2 \2 2 \2 ’

Ako sada od polukrugova nad katetama oduzme-
mo kruzne odsjecke (bijelo na slici), dobit ¢emo

lunule, a ako od velikog polukruga oduzmemo iste
te odsjecke, dobit éemo pravokutnitrokut. Od dviju
jednakih veli¢ina oduzeli smo tako jednake veliCine
i dobili jednake rezultate.

Zgodno je napomenuti kako su dvije lunule konstru-
irane nad katetama jednako Siroke. Promjeri dvaju
najvecih upisanih krugova jednake su velicine, sva-
ki od njih jednak je polovini razlike zbroja duljina
kateta i duljine hipotenuze.

| jo$ nekoliko zadatka

Na nasem Panoptikumu prikazano je nekoliko za-
dataka bliskih temi ovoga ¢lanka. CrteZi su izradeni
prema radovima Antonija Gutirreza. Citateljima
MiS-a svesrdno preporucujemo prelijepe stranice
(Geometry Step by Step, from the Land of the Incas)
[3] ovog uistinu plodnog i kreativnog matematicara.
A mi ovdje dodajmo jo$ nekoliko zadataka:

1. Stranice trokuta ABC promijeri su triju kruznica.
Zbroj povr§ina Py, P, i Pj triju likova (plavo, na-
rancasto i zeleno) umanjena za povrsinu S kri-
vocrtnog trokuta jednaka je dvostrukoj povrsini
trokuta ABC.

Dokaz iskazane tvrdnje izlozen je u [2], a moze
se nacdiiu [4]. Napomenimo da je prelijep ruski
matematicko-fizicki Casopis “Kvant” namijenjen
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nadarenim srednjoskolcima dostupan na inter-
netskoj stranici http://kvant.mccme.ru/.

. Nad tri sukladne stranice trapeza upisanog u

polukruznicu konstruirane su lunule prema sli-
ci. Dokazite da je zbroj povrsina lunula uveéan
za povrsinu jednog polukruga jednak povrsini
trapeza.

N

. Na duzini AB odabrana je to¢ka C te su nad

duzinama AB, AC i CB s iste strane pravcu AB
opisane polukruznice sa sredistima u tockama
0, Oy i O,. Tim trima polukruznicama omeden
je Arhimedov krznarski noz. To¢ke K, M i N di-
jele polukruznice na kojima leze na dva jednaka
dijela. Dokazite da je omjer povrSina kruga s
promjerom CD i trokuta KMN jednak 7.

N p

o 0 C

. Neka su i sada zadane tocke A, B i C i neka

su nad duzinama AB, AC | CB opisane poluk-
ruznice sa sredistima u tockama O, O; i O, s
tim da je polukruznica nad BC s druge strane
pravca AB od kruznica sa sreditima O i O.

Pravac BE je tangenta polozena iz B na kruznicu
sa sredistem O;. Dokazite da je omijer povrsine
kruga s promjerom BE (plavo) i povr§ine trokuta
KMN jednak r.

. Naduzini AB odabrana je tocka C te su konstru-

irane tri kruznice s promjerima AB, AC i BC te
sredistima O, Oy i O,. Iz tih sredista polozene
su okomice na pravac AB i tako su dobivene
tocke K, M i N. Dokazite da je omjer povrine
plavog kruga i plavog trokuta, kao i omjer na-
rancastog kruga i narancastog trokuta jednak
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