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Razvijanje

matematickog razumijevanja

Vesna Tutnjevic,
Ljerka Juki¢ Matic, Osijek

Zelja za pronalaskom smisla u svemu $to vidimo, ¢ujemo i saznajemo vodena je potrebom

za razumijevanjem. Spoznaja o tome razumije li netko ono $to ga pokuSavamo nauditi ili ne,
klju¢na je za ucenje. Matemati¢ko misljenje i zakljuCivanje vazni su za razvoj konceptualnog
razumijevanja matematike. U ovom Clanku osvréemo se na prirodu matematickog razumijeva-
nja, te nacine na koje ucitelji matematike mogu kod ucenika razviti razumijevanje matematickin

ideja.

Razvijanje matematickog
razumijevanja

Nastavni planovi i programi te kurikulumi mnogih
zemalja u danasnje vrijeme stavljaju naglasak na
razvoj razumijevanja. Vecina ucitelja matematike
tvrdi da vrednuje znanje prema razumijevanju, no
Sto to uistinu znaci? | kako znamo da nesto razu-
mijemo?

U studiji provedenoj u Australiji upravo je pita-
nje 'Kako znate da neSto razumijete?" postavlje-
no ucenicima osnovnih i srednjin Skola. Vecina
ucenika smatrala je da razumije matematicki po-
jam onda kada mogu rijesiti srodan problem i do-

biti to¢no rjeSenje. Nekolicina ih je razumijevanje
opisala kao osje¢aj samopouzdanja, zadovoljstva
ili uzbudenja. Samo je malen postotak u¢enika ra-
zumijevanje povezao sa shvacanjem zasto nesto
funkcionira ili ima smisla, a jo§ manji postotak po-
Vezao je razumijevanje sa sposobnoséu da primije-
ne svoje znanje na nepoznate probleme kao dokaz
razumijevanja. Najbolji odgovor dali su uc¢enici koji
su znali da nesto razumiju kada su to mogli objas-
niti nekome drugome. Istrazivanja u okviru mate-
matickog obrazovanja pokazuju da objasnjavanje
pruza ucenicima moguc¢nost da procijene svoje ra-
zumijevanje. To je takoder proces kroz koji se razu-
mijevanje “proCi§¢ava” i “rafinira”, a s druge strane
razvija sposobnost komunikacije vlastitih ideja.
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Pitanje bilo bi dobro postaviti i u¢enicima u nasim
Skolama. Vijerujemo da bismo dobili vrlo sli¢ne re-
zultate. Razumijevanje ucenici ¢esto povezuju s
uspjesnim rjeSavanjem nekog zadatka — s pozna-
vanjem procedure i to€nim rezultatom. Nerijetko
se i u razgovoru s odraslima, koji tvrde da im je
matematika u Skoli “dobro iSla”, moze ¢uti da su
znali “izracunati”. No, matemati¢ko razumijevanje
je puno viSe od samog ra¢unanja. Razumijeva-
nje mozemo promatrati kao uspostavljanje veza
izmedu ideja, ¢injenica ili procesa. Kada govo-
rimo o matemati¢kom razumijevanju, u podrucju
matemati¢kog obrazovanja mozemo naci nekoliko
vrsta razumijevanja. Instrumentalno razumijevanje
je znanje o tome §to trebamo napraviti kako bismo
izvrSili matematiCki zadatak, a relacijsko razumije-
vanje odnosi se na znanje $to trebamo napraviti
kao i znanje zasto odredeni matematicki postupak
funkcionira. Ucenici koji matematiku uce kao niz
¢vrstih, minimalno povezanih pravila, ¢ija je primje-
na ograni¢ena samo na odredeni tip zadataka ne
mogu se prilagoditi rieSavanju novih ili nerutinskih
problema. Takvi ucenici posjeduju instrumentalno
razumijevanje, a njihovi postupci rezultat su Zelje
za dolaskom do to¢nog rezultata. S druge stra-
ne, ucenici koji posjeduju relacijsko razumijevanje
imaju sposobnost konstrukcije povezanih koncep-
tualnih mreza koje im omoguc¢uju primjenu op¢ih
matematickih pojmova na nepoznate probleme.

Razumijevanje mozemo promatrati i kroz upotrebu
ste€enog znanja. Tako mozemo razlikovati:

e “Znati da” je nesto istinito (npr. zbroj unutarnjin
kutova u trokutu iznosi 180°)

e “Znati kako” provesti postupak (npr. izracunati
povrsinu trokuta)

e “Znati zasto” nesto vrijedi (npr. zasto se u al-
goritmu dijeljenja razlomka drugim razlomkom
pojavljuje mnoZzenije i reciprocan broj)

e “Znati djelovati” u trenutku (npr. iskoriStavanje
prilike za upotrebu strategije za riesenje nekog
problema koje se sjetimo u trenutku rada)

Ucenik se moZe nadi u situaciji u kojoj posjeduje
razumijevanje u oblicima “Znati da”, “Znati kako”
pa Cak i “Znati zasto", ali najvaznije razumijevanje

u obliku “Znati djelovati” zakazuje u trenutku kada
je to potrebno.

U danasnje vrijeme zna se da matemati¢ko razu-
mijevanje nije nesSto Sto se posjeduje niti stvara,
kako se to prije nekoliko desetlie¢a smatralo, ve¢
je to neprestani proces u kojem pojedinac preispi-
tuje znacenje, ili pokusava pronaci smisao onoga
Sto uci. Ovaj proces moZze se opisati kao pomica-
nje naprijed i natrag kroz niz povezanih slojeva ili
nivoa [4], od kojih svaki sloj predstavlja odredenu
vrstu razumijevanja za nekog pojedinca i odredenu
temu (slika 1.).

Stvaranje
slika

Slaganje
slika

Uocavanje
svojstava

Formalizairanje

Istrazivanje
Slika 1. Slojevi razumijevanja prema Pirie-Kieranovoj teoriji

Primitivno znanje je mjesto na kojem neodredeno
matematicko razumijevanje pocinje rasti. Unutar
stvaranja slika u€enici koriste prethodno znanje na
nove nacine, dok se slaganje slika odnosi na men-
talnu konstrukciju teme. Kada ucenici mogu kom-
binirati svojstva odredenih slika kako bi dosli do
bitnih op¢ih svojstava, tada se nalaze u podrucju
uocavanja svojstava. Formaliziranje oznaCava da
ucenici dolaze na razinu apstrakcije, dok je proma-
tranje proces koordiniranja i vra¢anja na formalne
aktivnosti te postavljanje takvih koordinacija u obli-
ku teorema. Kada ucenici pokuSavaju svoja razma-
tranja predstaviti kao teoriju, tada se oni nalaze u
podrudju strukturiranja, dok istraZivanje predstavlja
mogucénost odmaka od postoje¢eg razumijevanjai
postavljanje novih pitanja.
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Skolska matematika i
istrazivacka matematika

Kada promatramo vrste matematickih pogresaka
koje ucenici Cine, prirodno je pretpostaviti da se
one dogadaju zbog nedostatka razumijevanja. Za-
pravo pogreske nastaju zbog upotrebe “iskrivije-
nih” pravila unutar dobro utemeljenog postupka.
Primjer koji slijedi dobro ilustrira ovu definiciju. U
primjeru je prikazan rad uéenika koji je pokusao
rijesiti sustav dviju jednadzbi s dvjema nepoznani-
cama. Umijesto zbrajanja dviju jednadzbi, ucenik
je od prve jednadzbe oduzeo drugu i pretposta-
vio da ¢e ovaj postupak eliminirati nepoznanicu y.
Zatim je provjerio svoja rieSenja uvrStavajuci ih u
jednadzbu (x = 8 , y = 6) i shvatio da rezultat nije
tocan:

2x+y=10

x—y=2

x=38

Uvrstimo x:
8—y=2

y="6

Kada je uceniku predlozeno da bi bilo prikladnije
Zbrojiti jednadzbe, njegov odgovor je bio: ‘Ali ta-
ko je nam je uditeljica pokazala, naucila nas je da
uvijek oduzimamo jednadzbe!”

Uciteljica vjerojatno nije na ovaj nacin objasnila
postupak, no ucenik je ovako interpretirao njezi-
ne rijeci te samoinicijativno generalizirao savjet o
rieSavanju sustava dviju jednadzbi. Ovaj primjer
pokazuje kako ¢e ucenici, ukoliko samostalno po-
kuSaju ponoviti postupke koje je ucitelj demons-
trirao, bez razumijevanja o tome kako i zasto taj
postupak funkcionira, stvoriti vlastita pravila. Tim
pravilima i neutemeljenim razlozima njihove upot-
rebe, ucenici nastoje stvoriti viastito razumijevanje.

Cesto se pretpostavija da udenje ukljuuje ov-
ladavanje odredenom vrstom znanja i procedu-
ra. Takoder, pretpostavija se da je posao ucitelja
raScClaniti takve procedure na niz malih, lako za-
pamtljivih koraka, te demonstrirati to¢nu tehni-
ku ili algoritam, nakon Cega ucenici individualno
vijezbaju upotrebu procedure kroz rieSavanje zada-
taka. Ovo nazivamo kulturom skolske matematike,

gdje su poducavanije i ucenje strukturirani kao pri-
jenos informacija. Medutim, kako je ilustrirano u
prethodnom primjeru, znanje se ne moze direktno
prenijeti s ucitelja na ucenike. Osim toga, ucenici
Cesto reinterpretiraju i transformiraju rijeci i postup-
ke ucCitelja. S druge strane, postoji istrazivacka ma-
tematika, gdje uCenici uCe govoriti i djelovati mate-
maticki postavljajuci pitanja, predlazuci rieSenja, te
rieSavajuci nove i nepoznate probleme.

Posljednjih godina povecao se interes za prouca-
vanje ovih dviju kultura u¢enja i poducavanja ma-
tematike, kao i utjecaja svake od njih na u€enicka
postignuéa u matematici. Istrazuju¢i kako mate-
matiku uce srednjoskolci u Engleskoj, Boaler [1]
je dosla do zanimljivih i vrlo zna¢ajnih saznanja.
U svojem istrazivanju odabrala je dvije Skole koje
imaju ucenike slicnog socio-ekonomskog statusa i
kulturolo$kog profila, no metode poduc¢avanija u tim
Skolama bitno su se razlikovale. Ugitelji matemati-
ke u prvoj Skoli koristili su tradicionalne metode po-
ducavanja, to jest gore opisanu kulturu Skolske ma-
tematike. Provjere znanja sastojale su se iskljucivo
od pismenih provjera koje su ujedno pripremale
uCenike za zavrsni ispit iz matematike. Ucionice
su ovdje bile tihe i mirne, a u€enici su se ¢inili mo-
tivirani i vrijedni. Ipak, kroz razgovore, uéenici su
otkrili kako ne vole matematiku koja im je bila tezak
i dosadan predmet. Takoder, unato¢ njihovoj mar-
ljivosti u rieSavanju zadataka i pozornom slusanju,
ovaj pasivan pristup radu onemogucio im je prim-
jenu tog znanja na nepoznatim primjerima. Boaler
smatra kako je to zbog toga Sto su ucenici raz-
vili inertno znanje, koje je pripisala uvjerenju kako
uCenje matematike zahtijeva pamcéenije niza pravila,
jednadzbi i formula.

Pristup poducavanija u drugoj skoli bio je progre-
sivniji, a predavanja Cesto prilicno nestrukturirana.
Ucenici su ve¢inom radili na raznim projektima gdje
je naglasak bio na znaceniju i objasnjavanju necijeg
misljenja. Nastavnici su se vodili idejom da se
ucCenici trebaju susresti s matematikom u kontekstu
koji je realistiCan i znaajan, a nove matematicke
sadrzaje poducavali kada se kroz rad na projek-
tima ukazala potreba za novim znanjem. Vecina
ucenika uzivala je u ovom istrazivatkom pristupu
u€enju i smatrali su matematiku zanimljivom jer je
ukljuCivala razmisljanje i rieSavanje problema.
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Ucenici druge Skole pokazali su se kao fleksibilni i
prilagodljivi matematicari koji su u moguénosti pri-
mijeniti svoje znanje na nepoznate probleme, a nji-
hov uspjeh na konvencionalnim zavrsnim ispitima
bio je bolji od u¢enika iz tradicionalne nastave. Ovo
istrazivanje, kao i brojne druge studije, pokazuju
kako poducavanije Skolske matematike ucenicima
pruza samo instrumentalno razumijevanje — “zna-
ti da” i “znati kako”, dok istrazivaCka matematika
generira relacijsko razumijevanje — “znati zasto” i
“znati djelovati”.

MatematiCko misljenje,
zakljuCivanje i rjeSavanje
problema

Jedan od zna&ajnijih ciljeva nastave matematike
je osposobiti u¢enika za matematicko misljenje i
zakljuCivanje. Svaki ucitelj matematike povreme-
no se zapita kako moze provjeriti razvija li u¢enik
matematicko misljenje kroz ucenje koje se odvija
na satu matematike. Jedan od mogucih nacina
je koristenjem strukture koja identificira kategorije
misljenja razliCite slozenosti:

e Prepoznavanije —oznacava da ucenik shva¢a da
se poznati matematicki postupak moze primije-
niti u novoj situaciji.

e Povezivanje — oznaCava da ucenik koristi neko-
liko poznatih matematickih postupaka kako bi
rijesio nepoznat problem.

e Konstrukcija—oznacava da u€enik odabire poz-
nate strategije, matematicke ideje i koncepte te
ih integrira u rjeSavanju nepoznatog zahtjevnog
problema.

Matematic¢ko zakljuCivanje obuhvaca stvaranje, is-
trazivanje i vrednovanje pretpostavki te razvijanje
matematickin argumenata koji ¢e nas uvjeriti da je
pretpostavka toCna. Yackel i Hanna [6] tvrde da
su objasnjavanje i argumentiranje klju¢ni aspekti
matematicke aktivnosti ucenika u ucionici, u ko-
joj se matematika poducava kroz samostalno za-
kljuCivanje. Kada nastavnik zada zadatak u kojem
ucenici moraju istraziti veze medu matematic¢kim
objektima te sudjelovati u raspravi i preispitivanju
tvrdnji drugih u€enika, tada ucenici uce kako ob-

jaSnjavati i argumentirati svoje zaklju¢ke na primje-
ren nacin.

RjeSavanje problema poveznica je svih aspekata
matematickog ucenja. Velik dio istrazivanja pos-
vecenog rjeSavanju problema u nastavi matema-
tike odvijao se tijekom 1980-ih i 1990-ih godina.
RjeSavanje problema uvedeno je u cilieve nastave
matematike u mnogim zemljama, a takoder i u Hr-
vatskoj. Zanimljivo je da su problemi i rieSavanje
problema imali kroz povijest razna, ¢esto i kont-
radiktorna znacenja. Vecina se nastavnika danas
slaze da se zadatak smatra problemom ako oso-
ba koja pokusava rijeSiti problem ne zna metodu
rieSavanja unaprijed. To znaci da bi odredeni zada-
tak mogao biti problem jednoj osobi, dok bi drugoj
bio rutinska vjezba.

Uvjerenja i stavovi mogu povecati aktivnost uCenika
ili na neki nacin utjecati na njih. Ta uvjerenja pred-
stavljaju u¢enikov pogled na matematiku — o se-
bi kao matematicaru, o matemati¢ckom obrazova-
nju te matematici kao predmetu. Uvjerenja o sebi
utjeCu i na stavove, osobito one koji se odnose
na motivaciju, samopouzdanje i volju za riskira-
njem, a odrazavaju se kroz sposobnost ucenika
da svoju paznju zadrZi na nekom zadataku. Nas-
tava koja promovira pamcenje, formalne procedu-
re i toCne odgovore bez obzira na razumijevanije,
moze ucenika dovesti do uvjerenja da je on samo
pasivni promatra¢, da nije sposoban predloZiti i ar-
gumentirati viastite ideje. Postavljaju¢i u€enicima
primjerena pitanja, nastavnici mogu ucenicima biti
potpora tijekom rjeSavanja problema te im na taj
nacdin pomodi da razviju svijest o svojem matema-
tickom znanju i osposobiti ih da reguliraju svoje
miSljenje. Takva pitanja nazivaju se potporna pita-
nja, a njihova glavna karakteristika je da ih ucenici
mogu sami sebi postaviti i kada vise nemaju pot-
poru nastavnika (tablica 1).

Nakon uvida u problem/zadatak

Koje su ideje ovdje vazne?

Sto se zahtijeva u zadatku?

Koje su nam informacije poznate?
Koje uvjete moramo postivati?
Mozete li pogoditi neko rieSenje?
Koju bismo strategiju mogli iskoristiti?
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Za vrijeme rjesavanja problema

Recite mi $to radite.

Zasto mislite da taj postupak ima smisla?
Zasto mislite da je ta ideja bolja od druge?
Mozete li opravdati ovaj korak?

Mozete li naci protuprimjer?

Jeste li sigurni u ovaj dio?

Kada ucenici zavrSe

Jeste li razmotrili sve slucajeve?

Jeste li provjerili svoje rieSenje?

Ima li dobiveno rieSenje smisla?

Mozete li poopciti problem?

Mozete li prosiriti problem na druge situacije?
Mozete i objasniti rieSenje drugima u razredu?

Tablica 1. Primjer potpornih pitanja

Stvaranje razredne zajednice
istrazivanja

Nastavnik matematike ima veliku ulogu u razvi-
janju matemati¢kog razumijevanja kod ucenika,
a poducavanje kroz istrazivacku matematiku vo-
di k dubliem razumijevanju i fleksibilnijem raz-
misljanju. Nedavnim istrazivanjima temeljenim na
socijalnom konstruktivizmu poku$alo se doc¢i do
odgovora kako matematicka ucionica moze postati
istrazivaCka zajednica te Sto bi nastavnici trebali na-
praviti da bi zainteresirali uCenike za matematicko
mislienje, zakljuCivanje i rieSavanje problema. lako
je nemoguce sastaviti listu postupaka kojih bi se
uditelji trebali pridrzavati, postoje odredene smijer-
nice koje opisuju istrazivaCku razrednu zajednicu te
uciteljevu ulogu u takvom okruzenju. Kao klju¢ne
dijelove uciteljeve uloge mozemo navesti sljedece:

e modeliranje matemati¢kog misljenja kod ucenika

e postavljanje pitanja kao potporne strukture kod
razvijanja matemati¢ckog misljenja
e razvijanje socijalne interakcije medu u¢enicima

e povezivanje ideja ucenika s matematickim jezi-
kom i simbolima.

Ne treba podcijeniti izazov implementiranja ovak-
vog nacina poducavanja u osnovne i srednje skole.

Cesto se ¢ini kako koligina gradiva koju ugitelj mo-
ra obraditi i vrednovanije znanja sprje¢avaju razvi-
janje razumijevanja i matemati¢kog misljienja. To
je tezak zadatak, a osobito kada smo suoceni s
razredom u kojem su ucenici nauceni vierovati da
je poducavanje prenosenje informacija, a ucenje
pamcenje niza formula i viezbanje istih kroz zadat-
ke. lako se frontalna nastava u velikoj mjeri napusta
u hrvatskim Skolama, i koriste razne metode i ob-
lici rada, mnogi nastavnici isti¢u kako im postojedi
plani program onemogucava ovakvu nestrukturira-
nu nastavu, te su ograni¢eni na rieSavanje zadata-
ka, a ne problema. Nastavnici takoder istiCu i boja-
zan od gubitka kontrole nad nastavnim procesom i
neostvarivanja zadanih ciljeva u slobodnijoj nasta-
vi. Ipak, rezultati mnogih istrazivanja pokazuju kako
pristup poduCavanju istrazivatkom matematikom
nudi u¢enicima moguénost napretka u radu, te sti-
mulira socijalnu interakciju na najefikasniji nacin, a
znanje se u takvom okruzenju stjece uz razumije-
vanje. Stoga svakako predlazemo implementaciju
istrazivacke matematike barem za odredene nas-
tavne teme.
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