Branimir Daki¢, Zagreb

U udZzbeniku Matematika 1 (2. dio)' u poglaviju
u kojem se obraduju opseg i povrsina kruga (str.
151./152.) nalazi se i nekoliko tematski medusobno
bliskih zadataka. Navedimo tri takva:

Zadatak 1. Ako je |AB| = 2r, |JAC| = 2m, kolika
je povrsina obojenog dijela velikog kruga (slika 1)?

Zadatak 2. Ako je promjer kruga jednak 2r, kolika
je povsina obojenog dijela kruga (slika 2)?

e 3

Slika 1.

! Daki¢, Elezovi¢, Matematika 1, 2. dio, ELEMENT, Zagreb

Zadatak 3. Krug je podijelien na pet dijelova kao
na slici. Dokazi da su povrsine tih dijelova jednake.
Dokazi da je opseg svakog od tih dijelova jednak
opsegu kruga (slika 3).

Rjesenje prvog zadatka:
rr (r—m)r n m*r .
—— = ——F———— + ——— = rmm.
2 2 2

Slika 2. Slika 3.
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RjesSenje drugog zadatka:

Kako je povrsina Cetvrtine

T
kruga jednaka R a
povrsina malog polukru-

ga jednaka % , onda
2
b4

P ei P = %. Dakle,

povrsina obojenog dijela

r kruga jednaka je polovini
Slika 4. povrSine cijelog kruga.

Pogledajmo i rjesenje treceg od ovih zadataka. Oz-
nacimo velikim slovima A, B, C, D i E dijelove ve-
likog kruga iznad promjera. Neka je r polumjer
najmanije polukruznice. Tada je

P(A) = %rzn.

1 3
Dalje je P(B) = 5(2r)27z —P(A) = 5r27r.
Zatim imamo
1 1 5
P(C) = 5(37‘)27[ — 5(2}’)27[ = 5}’277.'.
Nastavimo rac¢unati, pa tako nalazimo:
7 9
P(D) = =r’n, P(E)==r’n
2 2
i sada koristeci simetriju zaklju¢ujemo kako su po-

vrSine svih pet dijelova jednake:

e tamnozelenaisvjetlozelena: P(A)+P(E)=5r"n
e zutaismeda: P(B) + P(D) = 5/°n

e plava: 2P(C) = 51’

Ukupno je to 25727 &to je jednako povrsini cijelog
kruga.

Rjesavanije drugog dijela zadatka prepustamo Citate-

ljima.

Ovaj problem zatjeCemo i na internetskim stranica-
ma NRICH-projekta.?

Evo preslike postera.

) Curvy Areas
rrier)
enriching reathematics

What proportion of each

shape is shaded in each
colour?

Can you generalise?

Valja uociti kako je postavljen problem na ovom
posteru. Vidimo kako se najprije rieSava jednosta-
van problem rezanja kruga na tri dijela, slijedi nesto
sloZeniji zadatak s rezanjem na Cetiri dijela pa na
pet da bi se potom zapitalo: MoZete li poopciti
(problem i riesenje)?

Thousands more problems can be found
on the NRICH maths website:

http://nrich.maths.org

Slika 5.

Provjerimo sljede¢u pretpostavku koja slijedi iz
prethodno razmotrenih primjera:

Ako je krug polumjera r izrezan na n dijjelova ona-
ko kako se to vidi na slici, tada je povrsina svakog

pojedinog dijela jednaka — povrsine kruga.
n

Slika 6.

Oznaéimo s Dy, D, . .., D, dijelove velikog polu-
kruga iznad njegovog promjera. Polumjer najma-

njeg polukruga jednak je l. Polumijer sliedeceg je
n

2 NRICH project — enriching mathematics je zajedni¢ki projekt Fakulteta edukacijskih znanosti (Faculty of Education) Sveudilista u Cambridgeu
i tamosnjeg Centra za matematicke znanosti (The Centre for Mathematical Sciences). Pokrenut je 1996. godine te putem interneta nudi
ucenicima svih uzrasta, nastavnicima matematike i svima koji su na bilo koji na¢in vezani uz nastavu i u¢enje matematike obilje raznovrsnih
materijala. Svi su materijali besplatni, a projekt provodi skupina iskusnih i sposobnih ucitelja matematike. Rije¢ je o jednom od najkvalitetnijin
projekata ove vrste na svijetu pa ga Citateljima MiS-a svesrdno preporucujemo.
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2
il itd. Opcenito je polumjer k-tog polukruga jed-
n

k
nak —r. Tada je povrsina svakog pojedinog dijela
Dy jednaka razlici povrSina polukruga polumjera

r . (k=D
— i polukruga promjera ~————. Dakle:
n n

m k2 (k1)
Py = 2 (7 B T)
rn
=2k—1)=—.

Ako sada zbrojimo povrsine jednakoobojenih dije-
lova gornjeg i donjeg polukruga, dobit ¢emo:

P(Dk) + P(DnJrlfk)

2 2
— k- e+ 1 -k - DEE
k=~ 1)IE 4 Q1K) -1
P
T

1
To je oCito — ukupne povrsine kruga i to je povrsina
svakog pojedinog dijela.

Jednostavno je dokazati i da je opseg svakog od
dijelova jednak opsegu kruga.
*

* 7%

Vratimo se sada prvom zadatku sa samog pocetka
Clanka.

Je li vas slika 1 na neSto podsijetila? Vjerujem da
jest, na jedan od vizualnih simbola koji je nasiroko
poznat pod nazivom taijitu (taj-di-¢u). Zovu ga jos
i yin-yang (jin-jang) ili tai-chi (taj-¢i) simbolom. Po-
tjeCe iz kineske tradicije, ali se moze zatedi i Sire
na podruc¢ju Dalekog istoka. Danas je pak Siroko
rasprostranjen po cijelom svijetu.

Simbol €ini krug podijelien na dva sukladna dijela
od kojih je jedan (yin) obojen u crno, a drugi (yang)
u bijelo. Predstavlja dvije komplementarne sup-
rotnosti, dvojnosti koje se nadopunjuju i koje Cine
jedinstvo, jedna bez druge nemaju smisla. Jer ne-
ma crnog bez bijelog, ruznog bez lijepog, nema zla

Slika 7.

bez dobra, svjetla bez tame, muskog bez zenskog.
Nema smrti bez Zivota.

No, nije nam bila hamjera baviti se podrobnije filo-
zofskom i religijskom stranom yin-yanga ve¢ obra-
diti njegov geometrijski oblik te dodati jo$ poneki
problemcic.

Kako konstruirati sam znak? Vrlo jednostavno:

Slika 8.

Nacrtamo krug sa sredigtem i promjerom AB. Za-
tim konstruiramo to¢ke C i D kao polovista duzina
AS i BS. Nad tim duzinama sa suprotnih strana
pravca AB konstruiramo polukruznice.

Yin-yang simbol u svoju je vrlo Cuvenu knjigu Amu-
sements in Mathematics uvrstio i engleski mate-
mati¢ar Dudeney’. Yin-yang naziva velikom mo-
nadom (The Great Monad) i kaze da je vrijedan
osobite pozornosti jer je za Kineze ono $to je za
krS¢ane kriz. Postavlja tri zadatka od kojih izdvaja-
mo drugi i tre¢i:

e Podijeli yin-yang na dva dijela jedakih povrsina.

e Podijeli yin-yang na Cetiri dijela jednakih po-
vrina, ali razliCitih oblika.

3 Henry Ernest Dudeney (1857.-1930.), engleski matemati¢ar, jedan od najpriznatijih autora matemati¢kih zagonetki, objavio vie knjiga iz

zabavne (rekreativne) matematike.
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Slika 9.

Na slici vidimo rjesenje prvog od ovih dvaju zada-
taka, onako kako ga je u svojoj knjizi naveo sam
Dudeney. Yin-yang su podijeljeni ¢ak na Cetiri suk-
ladna dijela crvenom crtkanom linijom.

No to nije i jedino rieSenje ovog zadatka. Na nared-
nim slikama vidimo ih jo$ Cetiri. Prepustamo njiho-
vo tumacenije Citateljima. Mozda ba$ vi pronadete
jo$ neko rjesenje ovog problema.

Slika 10.

Opisimo rjeSenje drugog Dudeneyjeva podzadat-
ka onako kako ga je on naveo. RjeSenje je rez
duZinom CD (vidi sliku). No ostaje dokazati da je
povrsina od F' uistinu polovina povrsine yinaili yan-
ga. To vidimo na slici desno. Krug K + H Cetvrtina
je povrsine kruga koji sadrZi yin i yang. Prema pret-
hodnom zadatku K + G je Cetvrtina povrsine istoga
kruga. OcCigledno je G jednako H. Time ono §to F
gubi od K + G nadoknaduje od H, pa je F' polovina
od yina ili yanga.

Slika 11.

AN

Slka 12.

Opisano rjesenje mozda je u izricaju malo kon-
fuzno, ali je sém problem elementaran i vjerujemo
da citatelji ne¢e imati problema s razumijevanjem
autorove ideje.

| na kraju, dodajmo nekoliko zanimljivosti:

Yin i yang Cesto ¢emo zateci na raznim mjestima,
ne samo na Dalekom istoku vec¢ i Sire, primjerice
u irskim tradicionalnim amblemima. Jedan je pri-
mijer i logotip transkontinentalne sjevernoamericke
zeljeznice Cija je gradnja zapocCela 1870. Pruga ove
trase duga je priblizno 6800 milja. Kako je doslo do
toga da je u logotip Zeljeznitke kompanije ugraden
yin-yang, tko bi znao.

Slika 13.

broj 74 / godina 15. / travanj 2014.



Zanimljiv je jo$ jedan primjer, vezan uz misterioznu
pojavu krugova u zitu*. Fotografija je djelo Engle-
skinje Lucy Pringle koja se vise od 20 godina bavi
snimanjem ovoga ¢uda.

Slika 14.

Iz mnoStva primjera izdvojimo na kraju jo$ jedan,
manije tajanstven. Rije¢ je o zastavi Republike Ko-
reje (Juzne Koreje), sluzbenom simbolu ove zemlje
od 15. listopada 1949. Podsjetimo kako je korejski
poluotok u kolovozu 1945. godine 38. paralelom
podijelien na dva dijela, Sjevernu i Juznu Koreju.
U srediStu zastave na bijeloj podlozi (tradicionalna
korejska boja koja simbolizira Cistoc¢u naroda) su
yin i yang u crvenoj, odnosno plavoj boji. Taj krug
znadi izvor svih stvari u svemiru i naziva se taeguk.
U Cetiri kuta zastave smjestene su skupine crtica.
Tri crtice gore lijevo simboliziraju nebo-zrak, crtice
dolje lijevo vatru, tri razlomljene crtice dolje desno
simboliziraju zemlju, a one gore desno vodu (uz
napomenu kako je ovaj opis povrsan).

3

Slika 15.

4 Vidi Panoptikum, Mi$ 67.

MATEMATICKI REBUSI

Zamijenite simbol odgovaraju¢om
znamenkom!
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