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Origami: otkrivanje

Pitagorina poucka u kutiji

Ana Kuzle, Potsdam, Njemacka

U ovom ¢lanku predstavit ¢u
“Otkrivanje Pitagorina poucka

u kutiji”, matematicki zadatak
primjeren za nastavu geometrije
u vi§im razredima osnovne Skole
i/ili nizim razredima srednje Skole.
Centralne matematicke ideje ovog
zadatka su obujam kvadratne
prizme i Pitagorin poucak.
Medutim, problematika se moze
prosiriti na druga matematicka
podrucja — posebice na podrucje
vezano uz proporcije sa ili bez
koristenja novih medija.

Motivacija za zadatak

MatematiCki zadatak Otkrivanje Pitagorina poucka
u kutiji ilustrira kako jednostavna upotreba papi-
ra kvadratnog oblika postaje nezamjenjiv alat za
rieSavanije problema, za povezivanje matematickih
ideja, te za poticanje razvoja procesnih kompe-
tencija u nastavi matematike. To je prilagodena
i proSirena verzija zadatka autora Kleine i Richter
(2013.).

Origami je japanska umjetnost savijanja papira
u kojoj se individualni dijelovi povezuju u jednu
cjelinu te mogu tvoriti zamrSene uzorke. U slje-
dec¢em primjeru savijanjem papira kvadratnog ob-

lika oblikovat ¢emo otvorenu kutiju koja sadrzava
pregrst matematickih iznenadenja za ucenike, stu-

dente i uCitelie. Ovakav nastavni sat moze po-
taknuti uCenike na istrazivanje veze izmedu duljine
stranice papira i obujma izradene kutije. Osnovni
matematicki koncepti u ovom primjeru obuhvacaju
raGunanje obujma uglatih tijela, promisljanje o pro-
porcijama, Pitagorin pouc¢ak te rad s matemati¢kim
izrazima. Primjena raznih metoda problemskog
rieSavanja zadataka, poput metode unaprijed i una-
trag, nacela razlaganja i nadopunjavanja, nacela
simetrije, prepoznavanja uzoraka ili upotrebe jed-
nadzbi, dio su iskustvenog ucenja. Dakle, prethod-
no navedeni zadatak ukljucuje rieSavanje problema
s pomocu vizualizacije geometrije i algebre.

Dr. Ana Kuzle, Institute of Mathematics, University of Potsdam, Germany, kuzleQuni-potsdam.de
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Opis zadatka

Ucenicima devetog razreda (15 godina) srednje
Skole' postavijen je sliede¢i matematicki zada-
tak (vidi sliku 1). Pritom su papiri formata A4
(210 mmx297 mm) bili izrezani u kvadratni oblik
(dimenzije 210 mmx210 mm) i podijeljeni uceni-
cima. Dio njihove domace zadace bio je napraviti
kutiju od papira kvadratnog oblika. Uputstva se na-
laze u prilogu. Ostali zadatci rjeSavani su na satu,
§to se vidi na slici 2.

Sredis$niji problem (zadatak e) bio je izvesti formu-
lu za obujam otvorene kutije kada je varijabla a
duljina stanice origami papira. Prethodni zadatci
postupno navode ucenike prema srediSnjem pro-
blemu istovremeno uklju¢uju¢i razne zadatke po-
put procjene obujma kutije, zatim izratuna obujma
kutije upotrebljavaju¢i matematicki pribor te pro-
misljanja o odnosima medu likovima nakon raz-
matanja kutije. Prva aktivnost (zadatak c) sluzi za
razvoj u¢enikove sposobnosti procjene te rekapitu-
laciji znanja o izrac¢unu obujma kvadratne prizme.
Sliedec¢a aktivnost (zadatak d) osmisljena je s ci-

Origami: Matematika u kutiji

Origami je umjetnost savijanja papira. Savijanjem papira kvadratnog oblika mozemo dobiti raznolike
dvodimenzionalne ili trodimenzionalne oblike (npr. geometrijska tijela, Zdralovi). Danas ¢ete nauditi
kako od lista papira oblika kvadrata sastaviti otvorenu kutiju koju ¢emo nakon toga pazljivo promotriti
posvetivsi pozornost novonastalim likovima i medusobnim odnosima na temelju novonastale mreze

uzoraka.

a) Napravite origami kutiju od kvadratnog papira (pogledajte uputstva u prilogu ili videouradak

s uputama na https://www.youtube.com/watch?v=TFt1l4rd_Llw).

b) Oznacite razli¢itim bojama duljinu, $irinu i visinu otvorene kutije.

¢) Koliko iznosi obujam ove kutije? Prvo procijenite obujam, a zatim izmjerite bridove kutije i

izraCunajte obujam otvorene kutije.

procjena

izracun

V=

V=

(6] Povrsina
i. pravokutnika 1 jednaka je

Odgovorite na sljedec¢a pitanja:

d) Razmotajte kutiju i promotrite mrezu uzoraka te duzinu, $irinu i visinu.

povrsini trokuta 4.

ii. trokuta 3 jednaka je

povrsine kvadrata 2.

iii. pravokutnika 1 jednaka je

povrsini kvadrata 5.

iv. kvadrata 2 jednaka je

povrsini trokuta 4.

v. kvadrata 5 jednaka je

povrsini trokuta 6.

e) lzvedite formulu za obujam otvorene kutije u slu¢aju kada varijabla a predstavlja duljinu stranice kvadratnog papira za origami.

Slika 1. Nastavni listi¢

! Deveti razred srednje $kole otprilike odgovara prvom razredu srednje $kole u RH.
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Slika 2. Primjer rada jednog ucenika tijekom
rieSavanja srediSnjeg problema

llem sustavne analize nastalog uzorka sto takoder
pomaze u rieSavanju sredisnjeg problema (zadatak
e).

Cilj zadatka

Zadani zadatak imao je tri cilja — produbljivanje ma-
temati¢kog razumijevanja, povezivanje u matema-
tici i rieSavanje problemskog zadatka. S obzirom
na sadrzaje sposobnosti, u procesu razmatanja ku-
tije, u€enici prosiruju matemati¢ko znanje na neko-
liko nacina. Za pocetak, oslanjaju se na znanja
o uglatim tijelima i o povezivanju mjera za duZzinu,
povrsinu i obujam u odnosu na rad sa standard-
nim i nestandardnim mjernim jedinicama. Osim
toga, potrebno je naglasiti i vaznost zaklju€ivanja o
proporcijama. Na samom pocetku papir kvadrat-
nog oblika imao je jednodimenzionalnu (linearnuy)
vrijednost. Kako se papir presavija, mijenjaju se
njegove proporcije, ali zadrzavaju specificne ka-
rakteristike. Primjerice, uvidamo dvije stvari: baza
kutije je kvadrat, a vrijednost visine kutije jednaka je
polovini duljine stranice kvadratne baze. Spome-
nuta dva podatka od velike su vaznosti za naredno
promisljanje o problemu. i iz druk&ije perspek-
tive, obujam kutije se povecava za faktor osam,
kada se sve linearne duljine udvostru¢e. To omo-
gucava ucenicima produbljivanje i povezivanje ma-
temati¢kog znanja o proporcijama izmedu jedno-
dimenzionalnih i trodimenzionalnih mjera. Nadalje,
definiranje formule za otvorenu kutiju zahtijeva pre-
ispitivanje prethodnog znanja o pravim kutovima —
posebice primjena Pitagorina poucka. Naposljet-
ku, vazan aspekt rada je i baratanje matematickim

izrazima i kvadratnim Kkorijenima. S obzirom na
procesne sposobnosti, zadatak stimulira nekoliko
mentalnih procesa. Prvo, u procesu razmotavanja
kutije, uCenici zamje¢uju da je Citav komad papira
prekriven razliCitim likovima (jednakokracni pravo-
kutni trokuti, kvadrati, pravokutnici...) u dijagonal-
nom uzorku. Promatraju¢i uzorke i likove na razmo-
tanom papiru, ucenici mogu zamijetiti povezanost
izmedu duljine stranice papira i duljine visine otvo-
rene kutije. Pritom se ucenici koriste metodama
unaprijed i unatrag te nacelom razlaganja i nado-
punjavanja. Drugo, nacelo simetrije moze potpo-
modi u rieSavanju problema jer je uzorak simetri¢an
Sto se moze vidjeti ve¢ u procesu savijanja papi-
ra. | posliednje, rieSavanje jednadzbi i baratanje
izrazima dovodi do rieSenja zadatka. Integriranje
problemskog razmisljanja i vizualizacija geometrije
i algebre ¢ini ovu aktivnost dragocjenom za ucenike
na nekoliko razina.

Primjeri ucenickih metoda
problemskog riesavanja
zadatka s pripadajuc¢im
interpretacijama

Nakon izrade i razmotavanja kutije, veéina u¢enika
primjecCuje da je papir prekriven raznovrsnim likovi-
ma (manii i veéi kvadrati, pravokutnici, maniji i veci
jednakokraéni pravokutni trokuti). Ucenici otkrivaju
odnose medu likovima: mali trokut je polovina kva-
drata, pravokutnik ¢ini pola velikog kvadrata, ma-
li kvadrat i veci jednakokraCan pravokutan trokut
imaju jednaku povrsinu, a mali trokut ¢ini osminu
povrsine velikog kvadrata (vidi sliku 3). Nakon za-
vrSetka rada, ucenici su pred razredom prezentirali
svoja rieSenja koja su se jako razlikovala. Nekoliko
tipicnih rjesenja, u kojima su ucenici primijenili raz-
licite pristupe rjeSavanja problema, navedena su u
sljedec¢im stavcima.

Skupine ucenika koje su se oslanjale na direktno
mjerenje bile su ograni¢ene nepreciznoS¢u mate-
mati¢kog pribora (npr. ravnalo, kutomjer), no uspjeli
su dobiti priblizne mjere. Na primjer, Timo (vidi sli-
ku 3) nije uspio definirati formulu za obujam V(a)
otvorene kutije. Umjesto toga, do rieSenja je doSao
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mjerenjem, ne koriste¢i se algebarskom racunicom
i Pitagorinim pouckom. Dobio je da su duljine stra-
nica pobocaka kutije 7.5 cm i 3.6 cm, a iz toga re-
lativno ispravnu vrijednost obujma 202.5 cm?, um-
jesto 204.64 cm?.

Povrsina:

i, pravokutnika 1 jednaka je dvostrukoj povrsini trokuta 4.
ii. trokuta 3 jednaka je polovini povrsine kvadrata 2.

fiil. pravokutnika 1 jednaka je polovini povrSine kvadrata 5.
iv. kvadrata 2 jednaka je povrsini trokuta 4.

v. kvadrata 5 jednaka je povrsini osam trokuta 6.

=Ly recnnerisch durch Messen der Kantenlangen.
T e
eschatzt R T R
S SaG N a e
18> v-83C 36 amp ] 2
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d- Entfalte die Box und schau dir das Faltmuster an. Beantworte die folgende
Aufgaben. j : ? Vi

|

Oer Flscheninhaitvon...

3) Rechteck @ ist__doppelt _ 50 8708 wie von Dreieck o
O Orteck @ 1Ll 50 gr0m wievon Quadrat@.
9 Rechteck 0 ist éj&lé] 50 gro wie von Quadrat@.
9) Quadrat @ ist Mi 508708 wie von Dreieck @.
9 Qudat @ 1t Qchtual s goswievan oreecy e

Slika 3. Timovo rjesenje, 9. razred
srednje Skole, 15 godina

Vecina ucenika poput Jana (vidi sliku 4), ustvrdila
je da duljina stranice kvadrata u sredini (kvadrat 5
na slici 4) odgovara 1/4 dijagonale papira, a du-
liina stranice malog kvadrata (kvadrat 2 na slici 4)
1/8 dijagonale papira. Pritom se koristio nacelom
simetrije. Stoga je Jan zakljucio da je vrijednost
obujma kutije jednaka

V=I[-w-h,

gdje su dimenzije

(3 (4)- (59)

a varijabla d je duljina dijagonale kvadratnog papi-
ra.

Jan je potom poku$avao naci povezanost izmedu
dijagonale papira i stranice a polaznog kvadratnog
papira koriste¢i se pritom metodom unaprijed i una-
trag. Koriste¢i se poznavanjem Pitagorina poucka,
pribiljeZio je da zbroj kvadrata stranice duljine a od-
govara kvadratu duljine dijagonale. Bilo kako bilo,
nije do kraja slijedio tu ideju.

d. Entfalte die Box und schau dir das Faltmuster an. Beantworte die folgenden
Aufgaben.

|

2 Indem Faltmuster findest du verschiedene Figuren:

echtecke. Vergleiche die

ander, vervolisténdige

gebenenfalls an deinem ‘

Der Flacheninhalt von...

o) Rechteck @ ist__doppelt o groB wie von Dreieck®. |
b) Dreieck @ ist_|().)___ so.groB wie von Quadrat@.
0 Rectieck @ st 0110 so 08 wievon Quaciat@.
d) Quadrat @ ist L1/ 0 )) ‘ 50 grof wie von Dreieck @.

€ Quadrat @ ist_() [ .\ 50 gro8 wie von Dreieck @.

e Finde eine allgemeine Formel fiir das Volumen der. Box, wenn di a
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i des quadratischen Blattes a ist. S
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Slika 4. Janovo rjeenje, 9. razred

srednje skole, 15 godina

Bernd je (vidi sliku 5), nasuprot tome, povezao
duljinu dijagonale d (varijabla d je duljina stranice
srednjeg kvadrata kvadratnog papira, a ne duljina
dijagonale originalnog kvadratnog papira) sa stra-
nicom polaznog kvadratnog papira a i primijenio
Pitagorin poucak. Dobio je sliedeée

24°
16°
ali je pogrijesio prilikom izraduna dijagonale d do-

av2

2
bivSi da je d = —a, umjesto d = 4 Isto

d* =

tako, primijetio je da je obujam kutije
V=Il-w-h,

gdje su dimenzije

1
4 %v*%
eEan
—F%E

Slika 5. Berndovo riesenje, 9. razred
srednje $kole, 15 godina
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a d duljina stranice kvadrata u sredini kvadratnog
papira. Prema Berndu, stranica kvadrata u sredini

. V2a , o
kvadratnog papira je Rt Tu vrijednost uvrstio je
u opcenitu formulu za obujam te polovicu vrijed-

V2a
nosti e za visinu kako bi doSao do formule za

obujam otvorene kutije. Medutim, nije pojednos-
tavnio izraz niti uvidio da je pogrijesio kod duljine
dijagonale d. Dakle, to¢no je analizirao odnose
medu likovima koristec¢i se pritom nacelom simet-
rije i shvatio da mora upotrijebiti Pitagorin poucak,
ali je pogrijeSio pri racunanju.

Lara je (vidi sliku 6) koristila sli¢an pristup kao
Bernd, oznacivsi stranicu kvadrata u sredini sa b.
Koristeci se Pitagorinim pouckom, dobila je duljinu

1
stranice kvadrata u sredini jednaku ga. Tada je

1
zamijenila duljinu i Sirinu kutije sa \/;a, avisinu sa

1
——a kako bi dosla do formule

2V/8

V= “3\@,
64

gdje je a duljina stranice polaznog kvadratnog
papira.  Prilikom rjeSavanja Lara je upotrijebila
nacelo simetrije, metodu unaprijed, te rieSavanje
jednadzbi i baratanje izrazima kako bi pojednos-
tavnila i na kraju rijesila problem.

| /A . | 2 2 e |
) Y ) ///" 1
Go/ (Ga/ =\
A 2
danb Al e = b
2 2
= LR
a T =
b\
\ ’?o'; b
7
\S :57 [0} b

Slika 6. Larino rjeSenje, 9. razred
srednje $kole, 15 godina

Medutim, jedna jednostavna, elegantna metoda
uCenicima nije pala na pamet. Trebalo je uociti
da pregibi dijele papir na 8 pravokutnika (koji su
sacinjeni od dva mala kvadrata), 4 velika trokuta
(koji su jednaki 4 mala kvadrata), 1 veliki kvadrat
(koji se sastoji od 4 mala kvadrata), 8 malih tro-
kuta (koji su polovina kvadrata) i 4 mala kvadrata.
Odatle vidimo da pregibi dijele papir na 32 mala
kvadrata. Svaki kvadrat tada ima povrsinu od 1/32

1
povrsine cijelog papira ili —zaz, gdje je a duljina

stranice polaznog kvadratnog papira. Stoga je du-
2

) , a a
liina stranice kvadrata 4/ —

32 42
a
Duljina stranice kvadrata je visina kutije, tj. ——=,
J | €. 1 2
dok je duljina i Sirina kutije dvostruka visina kutije,
tj. L. Iz toga slijedi da je obujam:

2V2
V=I1-w-h,
V=) ) (G5)
@ aV?2
"=nva T e

Usporedivsi rieSenje s rieSenjima ucenika, pozna-
vanje Pitagorina poucka prilikom rjeSavanja zada-
tka ovim postupkom nije bilo nuzno. Ono §to se
trazilo bilo je poimanije veli¢ina i odnosa medu raz-
licitim likovima. Dakle, zadatak je pristupacan i
prije negoli se u nastavi geometrije obradi Pitago-
rin poucak.

Ukratko, zadatak potic¢e daljnji razvoj razlicitih sa-
drzajnih i procesnih sposobnasti te njihovo povezi-
vanje. Prilikom rijeSavanja zadatka, u€enici su pre-
poznavali razli¢ite likove, uvidali veze medu njima
te otkrivali njihova nova svojstva. Kroz savijanje
papira i pojave simetricnih uzoraka, bili su u mo-
gucnosti donositi zaklju¢ke o duljini, Sirini i visini
origami kutije. Prilikom rjeSavanja zadatka takoder
je vidljiva kombinacija razli¢itih metoda rieSavanja
problema poput metode unaprijed i unatrag, nacela
razlaganja i nadopunjavanja, nacela simetrije, pre-
poznavanja uzoraka ili upotrebe jednadzbi. Kako
bi se doslo do kona¢nog rjesenja, upotreba nacela
razlaganja i nadopunjavanja je centralna; primje-
rice dva mala trokuta pripojena velikom trokutu ili
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obrnuto ¢ine kvadrat koji se moze rastaviti na dva
pravokutnika. Na kraju je vazno pripomenuti, da je
rieSavanje jednadzbi i suvereno baratanje izrazima
bitno za uspjesno rieSavanje zadatka.

Didakticka analiza zadatka

TraZzeno predznanje za rieSavanje zadatka obuh-
vaca tri sadrzajna standarda: geometriju, mjerenje
i algebru. Predznanje iz geometrije ukljucuje poz-
navanje geometrijskih likova i njihovih medusobnih
odnosa (pravokutni trokuti, kvadrati, pravokutnici)
kao i poznavanije i primjenu Pitagorina poucka. Na-
dalje, vazno je i predznanje mjerenja koje podrazu-
mijeva rad s razli¢itim mjernim jedinicama, procje-
nu obujma kvadratne prizme te vjestinu koristenja
pribora (ravnalo ili dva trokuta) i formula pri definira-
nju mjera jednodimenzionalnog ili dvodimenzional-
nog lika. Posljednje, predznanje algebre odnosi
se na prepoznavanje i formaliziranje uzoraka kroz
matematicke izraze i jednadzbe te baratanje kva-
dratnim korijenima. Usto, ucenici trebaju slijediti
uputstva savijanja i pravilno sloziti kutiju. Uzevsi u
obzir sve navedeno, zadatak odgovara u¢enicima
8. razreda osnovne Skole nadalje.

Neke od odgojno-obrazovnih zada¢a podrazumi-
jevaju:

e Koristenje formule za obujam prizme kod izvo-
denja formule za obujam otvorene Kkutije sa stra-
nicom a

e primjena Pitagorina poucka pri izratunu duljine
stranice a koriste¢i se duljinom poznate stranice
jednakokra¢nog pravokutnog trokuta

e uvidanje veze medu likovima i njihovim ve-
licinama

e primjena metode unaprijed i unatrag kod danih
i trazenih veli¢ina

e upotreba nacela razlaganja i nadopunjavanja
gdje dva mala trokuta zajedno s velikim troku-
tom ili obrnuto ¢ine kvadrat koji se moze rastaviti
na dva pravokutnika.

Pri prethodno predstavljenim zada¢ama, ucenici
mogu naic¢i na nekoliko prepreka. Za kraj ¢u rei
nesto o njima i ponuditi nacine nadilazenja tih pre-
preka. Zadatci a) — d) ucenicima nisu predstavljali

problem. UCenici su bili u moguénosti individual-
no ih rijesiti i rieSenje raspraviti u skupini. Najvedi
izazov predstavljao je zadatak e) gdje se trazio iz-
vod formule za obujam otvorene kutije V(a). Prvo,
zadatak se oslanja na promatranje i formaliziranje
promotrenih uzoraka. Takoder, nepravilno ili nepre-
cizno savijanje papira dovodi do krivih zakljucaka.
Taj problem moze se izbje¢i upotrebom odgovara-
juceg papira i naglasavanjem preciznosti pri izradi
kutije. Kako bi odredili formulu za obujam Kutije,
ucenici moraju prvo odrediti duzinu, Sirinu i visinu
kutije, a tome pripomaze prethodno oznacavanije
tih triju mjera na razmotanoj kutiji. Ovo je prvi ko-
rak povezivanja pregiba i matemati¢kih svojstava.
Drugo, prepoznavanje odnosa medu likovima nije
svima jednostavno i lako. Taj problem moze se za-
obici sistemskom analizom uzoraka i raspravom u
skupini. Primjerice, zajedni¢kim opazanjem i rasp-
ravom kako je kutija sastavljena, ucenici mogu pri-
mijetiti da je duzina kutije dvostruko dulja od visine
kutije. Trece, razli¢ite kooperativne nastavne meto-
de poput rasprave u paru i izlaganje ideja takoder
pomazu pri previadanju poteskoca.

Zakljucak

Zadatak s origamijem zainteresirao je ucenike.
Vec¢ina njih uzivala je slijedeci videouputstva kod
izrade kutije. SliedeCa aktivnost pronalazenja for-
mule za obujam otvorene kutije bila je izazov, no
ucenici su shvatili vrijednost povezivanja raznolikih
matematickih ideja iz geometrije i algebre kako bi
rijesili problem iz stvarnog Zivota.

O punom potencijalu aktivnosti nismo raspravljali.
Vrijedne dodatne aktivnosti mogle bi biti mijenjanje
zavisne varijable, crtanje grafa funkcijske ovisnosti,
te sastavljanje kutija razli¢itih dimenzija Sto bi omo-
gucilo ucenicima da promisljaju o omijerima i ve-
li¢inama. Konkretno, postavljanje pitanja u nastavi
kao $to su: “Sto ¢e se dogoditi ako...?”, “Mozes li
predvidjeti...” pomoci ¢e otvoriti problem, postici
daljnje proporcionalno razumijevanje i pritom jo$
viSe potaknuti u¢enike. UZivajte zajedno sa svojim
uCenicima (studentima, uciteljima) istrazuju¢i ma-
tematiku koja se skriva u kutiji, ali i otkriva zajedno
S njezinim razmotavanjem!

broj 83 / godina 17. / veljata 2016.
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DOdatak: Otvorena kUtIJa 5. Lijevi preklop presavijmo na desnu stranu. Na-
_ upute za Sastavljanje kpn toga presavimo mellleT trokulte pr!ldrllu i vrhu
lijeve strane prema sredini. Vratimo lijevi preklop

natrag na mjesto.

1. Okomito presavijmo kvadrat napola pa razmo-
tajmo. Nakon toga presavijmo kvadrat vodoravno
pa razmotajmo.

6. Ponovimo korak 5, ovaj put s desnim preklopom
kako bismo dobili oblik sa slike.

2. Presavijmo svaki vrh papira prema sredistu.

7. Presavijmo vrhove horizontalno pa vratimo na-
trag. Polako razmotavajmo kutiju oblikuju¢i dno
kutije i njene strane.

3. Svaki od vrhova blizu sredista podsavijmo pre-
ma unutra na nacin da dodiruju poloviste odgova-
rajuce stranice kvadrata.

4. Okrenimo papir. Savijmo prema unutra lijevu i
desnu stranu kako bi se sastale na sredini.

S engleskog prevela: Lucija Stepanic
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